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要 想 把 5 函数 的 理论 弄 清 楚 , 就 必须 学 习 和 阅读 许多 抽象 和 繁 
难 的 泛 函 分 析 、 广 义 函 数 的 理论 . 然而 ,多 数 非 数学 专业 的 科技 人 员 ， 
又 难以 有 精力 和 时 间作 到 这 一 点 ,对 从 事 电讯 . 电 子 电 路 理论 .线性 
系统 分 析 理 论 ,振动 理论 .量子 力学 .天线 理论 .信息 分 析 等 科学 研究 
人 员 , 以 及 许多 工程 技术 人 员 也 难以 掌握 应 用 56- 函数 这 一 重要 的 数 
学 工具 . 同时 ,在 国内 外 浩 翰 的 书 海 之 中 , 还 没 见 到 有 对 4- 函数 的 
理论 加 以 系统 地 论述 并 给 出 其 广泛 应 用 的 书 , 在 这 种 形势 下 , 写 出 
一 本 具有 了 既 能 尽量 不 涉及 或 少 涉及 抽象 的 数学 理论 ,又 能 较为 系统 、 
直观 地 阐述 5- 函 数 的 理论 和 应 用 的 书 , 使 广大 非 数学 专业 的 科技 人 
员 能 很 好 地 掌握 和 应 用 5- 函 数 这 个 数学 工具 便 是 编著 者 写作 的 立 

为 了 更 好 地 实现 这 一 宿 愿 ， 我 们 在 写作 过 程 中 ,力求 做 到 以 下 
几 点 : 

1. 对 5 函数 的 数学 理论 进行 较为 深入 系统 的 论述 . 不 仅 通过 具 
体 实例 深入 浅 出 地 引进 4 函数 的 概念 ， 详细 地 阐述 了 它 的 物理 背景 
和 几何 意义 ; 而 且 推导 论证 了 6- 函数 的 全 部 性 质 ， 并 对 与 5- 函数 有 
关 的 一 些 基 本 概念 及 其 数学 理论 , 也 进行 了 较为 深入 的 讨论 . | 

2. 我 们 不 仅 讨 论 了 5- 函数 在 一 些 数 学 领域 内 的 应 用 ,而 且 ， 尽 
量 将 4- 函 数 在 某 些 重要 科技 领域 (如 数据 处 理 、 振动 理论 .经 典 场 . 
论 . 量 子 力学 .地 球 物 理 勘 探 , 水 文 地 质 . 电 路 通讯 等 方面 ) 的 实际 应 
用 汇集 起 来 , 使 得 从 事 研究 和 应 用 4 函数 的 有 关 人 员 , 尽量 开阔 视 
野 , 掌 握 全 绞 , 读 后 确 有 较 大 收获 . 

3， 全 书 力求 由 浅 入 深 \ 循 序 渐进 \ 通 俗 易 司 即使 在 用 到 较 高 深 
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的 数学 理论 ,如 广义 函数 和 泛 函 分 析 时 ,我 们 也 恪守 这 一 原则 , 因 
此 ， 只 要 读者 具有 高 等 数学 的 知识 水 平 ， 就 可 以 读 慌 本 书 的 基本 内 
容 . 本 书 为 了 说 明 4- 函数 在 经 典 场 论 .近代 物理 等 方面 的 应 用 ， 不 得 
不 涉及 到 数学 物理 方程 和 量子 力学 中 的 一 些 内 容 , 然而 , 读者 只 要 
参看 书后 所 列 的 有 关 参 考 文献 ,也 不 难 读 懂 . 

在 内 容 安排 上 , 本 书 第 一 章 是 全 书 的 基础 ,我 们 系统 地 痢 述 了 


6- 函数 的 数学 理论 ,最 后 又 浅显 ,简捷 地 借助 于 广义 函数 理论 ， 英 定 “ 


了 64- 函数 的 理论 基础 . 第 二 ,三 .四 各 章 讨 论 了 4- 函 数 在 数学 上 的 某 
些 应 用 . 其 中 包括 积分 变换 .数学 物理 方程 中 与 4- 函 数 关 系 极为 密 
切 的 重要 方法 . 因此 ,本 书 也 可 作为 理工 科 院 校 高 年 级 学 生 和 研究 
生 , 学 习 数 学 物理 方程 和 应 用 数学 课 的 重要 参考 书 . 本 书后 四 章 主 
要 研究 了 5- 函数 在 数字 信号 处 理 、 振 动 理论 .地 球 物理 勘探 及 其 他 
一 些 科技 领域 中 的 应 用 . 

本 书 共 八 章 , 第 一 ,二 ,四 章 , 由 吉林 大 学 数学 系 赵 为 礼 副 教授 
撰写 ; 第 三 .五 .六 、 八 章 由 长 春 地 质 学 院 数 学 教研 室 张 ” 卿 副教授 
扒 写 ; 第 七 章 由 长 春 地 质 学 院 应 用 地 球 物理 系 杨 有 发 副 教 授 撰写 . 
全 书 由 张 卿 编审 和 校订 . 

我 们 在 写作 过 程 中 , 曾 得 到 长 春 地 质 学 院 应 用 地 球 物理 系 何 榴 
登 教授 、 基 础 科学 系数 学 教研 室 杨 天 行 教授 的 热情 鼓励 和 帮助 ， 吉 
林 大 学 数学 系 欧 维 义 教授 , 也 给 予 大 力 支 持 ， 在 此 一 并 致谢 . 

虽然 编著 者 为 了 写本 书 , 曾 博览 了 大 量 的 资料 和 书籍 ， 经 过 了 
长 期 的 准备 , 作 了 大 量 的 推导 论证 , 数 易 其 稿 ， 试 图 别开生面 ， 力 
求 写 出 特色 , 但 是 , 4- 函数 毕竟 是 非常 抽象 的 非 普通 晃 数 ， 涉 及 的 
专门 知识 较 多 , 不 妥 之 处 , 其 至 是 错误 在 所 难免 , 殿 切 期 望 读 者 不 
音 指正 . 
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- 章 5 函数 


由 于 许多 物理 现象 ,具有 脉冲 性 质 , 人 们 才 提 出 并 研究 了 4- 函 
数 . 一般人 初次 接触 9- 函数 这 一 概念 时 ,都 会 有 不 可 思议 之 感 :可 
是 ,在 比较 系统 而 深入 地 讨论 了 4 函数 的 理论 之 后 ,也 就 会 觉得 顺 
理 成 章 了 . 

本 章 主 要 是 通过 具体 实例 ,由 浅 入 深 地 引出 了 4 函数 的 概念 ， 
指出 了 65- 消 数 的 几何 意义 及 其 物理 背景 ,论证 了 5- 函数 的 性 质 ,并 
把 一 维 6- 应 数 的 有 关 结 论 ,推广 到 高 维 的 情形 . 最 后 藉 助 于 广义 函 
数理 论 ,初步 莫 定 了 函数 的 数学 共 础 ， 


31.1 6- 函 数 的 定义 


65- 函数 是 一 类 物理 背景 十 分 明显 ,应 用 相当 广泛 ,而 又 有 别 于 普 
通 函数 的 函数 . 狄 拉克 (Dirac) 曾 称 之 为 “ 非 正常 函数 ”. 为 了 比较 自 
然 地 引进 函数 ,以 便 读者 不 仅 能 从 形式 上 接受 ,而 且 能 正确 理解 
这 个 非常 重要 的 概念 ,我 们 首先 看 两 个 浅显 的 实例 . 

例 1.1 设 在 = 轴 上 除 点 z=0 以 外 的 其 它 各 点 处 ,都 没有 电荷 
分 布 ,而 于 点 *=0 处 ,集中 分 布 一 单位 电荷 , 试 确定 = 轴 上 各 点 的 电 
荷 分 布 密度 p(z). 

解 设 [a,6] 为 : 轴 上 菜 区 间 ,8[e,4] 表 示 展 布 于 [a,6] 上 的 电荷 
总 量 . 若 令 4 二 5 一 a, 则 易 见 

p(0) = lim 2 


一 lim =- eo”. 
-0 4 
Ele 3 op 二 


当 z 天 0 时 ， 


* zz [a,b] 表示 点 z 属 于 区 间 [e,8]; 而 世上 esb] 族 示 点 :不 属于 区 介 [e,8]. 
一 _ 1 ~ 


p20- 
颖 攻 沁 2 
亦 即 z 轴 上 各 点 的 电荷 分 布 密度 函数 为 
p(z) = [. hy (1-1) 
此 外 ,不 难看 出 ,还 有 | 
Q(— oo, 十 oo) =| ps)dz = 1 (1-2) 


例 1.2 设 在 z 轴 上 除 点 z=& 外 的 其 它 各 点 处 ,都 没有 物质 分 
布 ,而 于 点 z=$ 处 集中 分 布 一 单位 质量 的 物质 . 试 确定 = 轴 上 各 点 
处 的 物质 分 布 密度 w(z)， 

解 ” 设 [o,8] 为 :办 上 某 区 间 ,m[a,5] 表 示 展 布 于 [a,6j 上 的 物质 
的 总 质量 . 若 令 4=46 一 a, 则 易 见 


"= = 
€€ [ai] 《E [ae 
当 > 天 < 时 
1 
和 故人 遇 : 给 允 生 
亦 即 ,z 轴 上 各 点 的 物质 分 布 密度 函数 为 
0 当 z 关 6 时 
此 外 ,还 不 难看 出 . 和 
m(— 00,+o0) =| (d= 1 (1-4) 


仔细 观察 例 1. ! 和 例 1. 2, 便 不 难 发 现 它们 有 一 个 明显 的 共性 
一 一 都 反映 了 集中 分 布 的 物理 量 的 物理 特性 . 显然 类 似 的 例子 不 胜 
枚 举 .6- 函 数 则 正 是 将 诸如 以 例 1. 1、 例 1.2 为 物理 背景 的 函数 
pf(z) .pu(z) 加 以 抽象 概括 而 引入 数学 园地 中 来 ,并 反 过 来 作为 一 个 强 
有 力 的 数学 工具 被 广 为 应 用 . 
综 上 所 述 , 便 容 易 理解 如 下 定义 ， 
-一 ~ 2 ~ 一 


定义 1.1 我 们 称 一 个 函数 为 函数 ,并 记 之 为 i(z), 如 果 它 满 
足 
当 z 关 0 时 


0 


十 oo 
2° | 6(z)dz = 1 


只 需 作 一 个 平移 变换 , 便 可 得 到 与 定义 1. 1 等 价 的 定义 : 

定义 1.2 我们 称 一 个 函数 为 5 函数 ,并 记 之 为 6(z 一 6) ,如果 
它 满足 
当 z 关 6 时 


| 0 
2” 6(zC— 一 
1 ( é) | 当 s 一 《时 


十 oo 
2° | doz — €)dr = 1 


运用 简单 的 推理 , 便 不 难得 到 与 上 述 两 个 定义 等 价 的 ,由 犹 拉克 
(Dirac) 最 早 提出 的 定义 ; 
定义 1.3 我 们 称 一 个 函数 为 -函数 ,并 记 之 为 5(z), 如 果 它 满 
足 
1" 6(z) 二 0 当 z 天 0 时 


| 一 (zydz=1 

从 上 述 定义 可 见 ,函数 已 经 不 再 是 古典 分 析 中 所 论述 的 函数 
了 . 因为 在 古典 分 析 中 ,所 谓 无 穷 大 ( 即 co) 乃 是 “无 限制 变 大 "的 意 
思 , 而 任何 一 个 普通 孙 数 ,都 不 会 在 其 定义 域内 的 某 一 点 处 等 于 co. 
在 实 变 函 数论 中 倒是 允许 函数 在 其 定义 域内 某 些 点 处 等 于 ce ,然而 ， 
6- 函数 依然 不 是 实 变 函数 论 中 所 涉及 的 函数 . 事实 上 , 若 把 5- 函数 
视 为 实 变 函 数论 中 所 涉及 的 函数 , 则 根据 实 变 函数 论 中 的 一 个 广 为 
人 知 的 结果 :一 个 函数 在 零 测度 集合 上 的 函数 值 (无 论 为 有 限 , 还 是 
无 限 ) 都 不 会 影响 该 函数 的 勒 贝 格 (Lebesgue) 积 分 值 ,就 应 该 有 


这 显然 与 上 函数 的 定义 相悖 . 


这 说 明 4- 函 数 不 能 按 “ 逐 点 对 应 ”的 普通 函数 来 理解 . 正 因 为 如 
此 ,自从 1926 年 Dira 在 量子 力学 的 研究 中 引进 了 -函数 之 后 ,就 不 
断 遭 到 维护 所 谓 正 统 数学 观念 的 纯粹 数学 家 们 的 激烈 反对 . 然而 ， 
随 着 5- 函数 在 物理 及 工程 技术 方面 的 广泛 应 用 ,日 益 显示 了 这 一 巧 
妙 的 数学 工具 的 强劲 的 生命 力 . 因此 , 面 对 鼓 噪 和 非 难 ,非但 没有 把 
6- 函 数 否定 掉 , 反 倒 唤 起 一 些 颇 有 胆识 的 数学 家 致力 于 莫 定 6- 函数 
严格 的 数学 基础 ,并 逐步 创立 了 一 个 血 新 的 数学 分 支 一 一 广义 函数 
论 . 

广义 函数 论 的 形成 ,虽然 使 得 4- 函 数 这 个 令 人 费解 的 “ 怪 ” 函 
数 , 有 了 牢靠 的 理论 根基 ,但 是 ,也 使 原来 虽然 粗糙 , 却 是 简明 而 有 
发 性 的 论述 ,被 既 宛 长 又 艰 滁 的 逻辑 推理 所 替代 . 因此 ,6- 函 数 原 有 
的 鲜明 的 直观 意义 与 生动 的 物理 背景 便 也 随 之 黯然 失色 了 ;而 且 , 由 
于 广义 函数 论 的 内 容 较 为 艰深 ,也 常常 使 得 非 专门 从 事 数 学 工作 的 
人 们 感到 深奥 莫 测 . 

为 了 使 本 书 具 有 更 加 广泛 的 适应 性 ,除了 另 辟 一 节 , 对 46- 函数 
的 数学 理论 略 作 启示 性 介绍 外 ,我 们 尽量 避免 涉及 广义 函数 论 的 知 
识 , 以 便 具 备 高 等 数学 基础 知识 的 读者 , 稍 加 努力 就 能 掌握 本 章 所 涉 
及 的 基本 内 容 . 而 且 , 这 样 做 的 结果 ,也 将 更 加 突出 6- 函 数 的 直观 意 
义 和 物 理 背 景 , 从 而 ,还 和 -函数 以 本 来 面目 。 不 过 ,这 样 一 来 ,关于 6- 
函数 的 性 质 ,我 们 只 好 在 普通 函数 的 范围 内 ,采取 初等 “证 明 ”. 但 
是 ,6- 函 数 毕 竞 不 是 普通 函数 ,因此 ,这 些 “ 证 明 ” 也 只 能 当做 示意 性 
说 明 . 

最 后 ,尽管 证 明 不 易 , 我 们 还 是 要 指出 与 函数 的 上 述 定义 等 
价 的 另 一 个 定义 ， 

定义 1.4 我 们 称 6Cz 一 6) 为 5 函数 ,如 果 对 于 任 二 于 (一 oo， 
十 co) 上 连续 的 函数 f(z), 恒 有 


| a — f(s = 460) 


这 个 定义 表明 ,尽管 5(z 一 5) 不 是 古典 分 析 中 的 普通 函数 ,然而 ， 
它 和 在 (一 ,十 cc) 上 为 连续 的 函数 fj(z) 的 乘积 在 (一 c ,十 cp) 上 


1 


的 积分 运算 , 却 不 仅 有 确定 的 意义 ,而 且 其 值 就 等 于 7(6). 后 面 我 们 
将 看 到 , 正 是 由 于 45- 函数 的 这 一 极其 重要 的 运算 炒 员 本 镭 得 它 在 
广泛 的 实际 应 用 中 大 放 异 彩 . 


831.2 弱 收 钱包 


从 定义 1.4 我 们 已 经 看 到 ,6- 函 数 虽然 不 是 普 洲 汪 疙 + 需 和 普通 
函数 有 着 密切 的 联系 . 下 面 将 进一步 指出 ,6: 锋 数 可 以 视 为 普通 函 
数 的 弱 极 限 . 


1 ”能 收敛 的 定义 
定义 1.5 设 依赖 于 参数 的 函数 族 (mm(z)} 中 的 每 一 函数 皆 于 
(a,5) 内 有 定义 . 如 果 对 任 一 于 (a,5) 内 连续 的 函数 fjKz), 恒 有 
lim | fC)p 2)ar =| fp) 
则 称 函 数 族 {g. Cz)} (于 (a 四 内), 当 4h->oo 时 弱 收 化 于 g(x) ,或 者 称 
9(z) 为 函数 族 {gy《z)} (于 (o, 罗 内 ), 当 Acoo 时 的 弱 极 限 . 记 为 
limgz) 二 p(x) (a 之 xz < 之 2b) (1-5) 
或 者 
p(n) Ss) (garthb) (1-6) 
值得 指出 的 是 : . | 
1 limpr(z) 一 w(z) 乃 是 某 种 意义 下 的 平均 收敛 一带 “ 权 " 平 
均 收 敛 的 概念 ,此 权 函 数 f(z) 并 非特 定 的 函数 ,而 是 于 (a,b) 内 连续 
的 任 一 函数 . 此 外 ,一 个 明显 的 事实 是 (1-5) 式 成 立 并 不 能 保证 当 
zE (a,b) 时 
limo(z) = gpl(z) (1-7) 
成 立 ,也 就 是 说 弱 收 敛 不 能 保证 (在 普通 意义 下 ) 收 敛 ; 
2。 函数 族 {w(z?} 所 依赖 的 参数 bh, 既 可 以 是 连续 参量 ,也 可 以 
是 离散 参量 ;所 论 的 极限 过 程 , 既 可 以 如 定义 所 述 为 4 co, 也 可 能 
一 5 一 


是 30 或 halo 为 某 常 数 ) 等 ， 这 完全 视 函 数 族 {m (2 } 对 参数 “的 
依赖 关系 而 定 ; 
3 对 函数 族 {m(z*)} 所 要 求 的 条 件 , 则 常常 视 具体 问题 而 定 ， 
4 区间 (ae,b) 也 可 以 是 (ao, 十 co),( 一 co0) 或 (一 co ,十 co)3 然 
而 ,此 时 对 权 函 数 f(z) 除 要 求 连续 性 外 ,往往 还 要 附加 其 它 限制 条 
件 , 如 要 求 f(z) 有 界 等 . 


1.2.2 把 4- 钞 数 看 作 普通 函数 的 弱 极 限 
按 定义 1.4 和 1. 5 及 其 说 明 4°, 易 知 
limg, (zx) 一 6(z) 《一 co <z<< 十 oo) 
的 充分 必要 条 件 是 对 任 一 在 (一 ce, 十 co) 上 连续 的 有 界 函 数 f(z)*， 
便 有 
lim | le)f(s)ds = f(0) (1-8) 
事实 上 ,由 定义 1.4 
f(0) =| 5(z)J(z)daz 


， 再 根据 定义 1. 5 及 其 说 明 各, 立即 得 证 . 

这 里 ,函数 族 {mw(z)?} 所 依赖 的 参数 六 仍 有 如 1. 2. 1 中 的 4 所 作 
的 说 明 ， 

上 述 充 要 条 件 尽 管 非常 浅显 , 却 提供 了 论证 某 函 数 族 以 # 函数 
为 弱 极限 的 一 个 适用 的 方法 

例 1.3 设 脉冲 函数 


sf(z) 一 
证 明 


_。 依 册 题 的 要 求 ， 有 时 则 对 fc) 于 (一 一 oo， + 上 队 志 另外 的 限 抽 条 件 \ 见 全 7); 有 
时 则 除 连 续 性 限 删 条 件 外 ,并 不 附加 其 它 条 件 ( 见 例 1. 3). 
一 6 一 


lm 83. (2) 二 6(z) 《一 oo <z 忆 十 co) 


证 明 按 s(z) 的 定义 及 积分 中 俏 定 理 知 ， 对 任 一 于 (一 oo， 
十 co) 上 连续 的 函数 f(z) ,有 


| sw(z)fCz)az -| - Tf (a = 和 一 (一 号 妇 


二 f(£) 《一 本 7 好 
于 是 ,由 f(z) 的 连续 性 立即 得 到 
tim| fd = lim fc) 一 70) 
ebtd ~™ d=0+ 
这 表明 
lim s(x) = 6(z) (一 ee 人 xz 挟 十 co) 
例 1.4 设 半 和 经 为 :的 一 维 球形 函数 
_ 一 于 . 
Ju(z) = 1 exp(z 一 a) 当 |z| < 时 
0 当 lz| 之 时 


其 中 
他 =| exp( 这) 上 
证 明 . . 
lim J,(z) 二 6(z) (一 只 忆 z 必 十 oo) 


0 


证 明 由 J.(z) 的 定义 以 及 积分 中 值 定理 ,对 任 一 于 (一 ee， 
十 co) 上 连续 的 函数 f(z), 有 


| “yo(z)f(z)dz = 上 F(T 3)7(z)dz 


._， 这 里 用 到 的 积分 中 值 定 理 是 , 设 f(z) ,g(z) 将 于 [s, 拉 上 连续 ,县 9(z) 于 [e,8] 上 非 负 
(或 非 正 ) , 则 存在 《E [a,5] 能 使 ， 


睛 ] 
rare a ey A 


和 | 二 全 
于 是 ,由 f(x) 的 连续 性 便 知 . 
tm | TF) = lim 06) = 460) 
从 而 得 到 
lim J.(z) 二 6(z) 《一 o 所 zxz 忌 十 oo) 
例 1.5 开尔文 (ahve 各 


_ ll _ (~ 60)’ 
di(zye) = 元 ye a 1 (> 0,a> 0) 


其 中 a 是 常数 . 证 明 
lim 0(z,6) Rs) (os<+%) 


证 明 ”显然 ,只 须 证 明 对 任何 于 (一 co, 十 cc) 上 连续 的 有 界 函 数 
f(z), 恒 有 | 


im | oz, 0) fdr = £0) (1-9) 
tr0v 


即 可 . 令 "一 卫生 ,可见 对 任何 :>0, 恒 有 


十 on 1 十 ee 2 1 
P(r, ;= 一 | ed ——-* Vax=1" 
| ™ s Vr”™ VY 


到 秃 为 宗家 分 ,其 信 为 V3 一般 的 高等 数 等 书 中 ,新 有 其 求法 ， 
一 一 8 一 一 


从 而 , 欲 证 (1-9) 式 成 立 , 又 只 须 证 明 
im | bzie)[f(z) ~ fe Nz = 0 (1-11) 
#4074 一 oo 


由 f(x) 的 连续 性 知 , 对 于 固定 的 &E (一 co, 十 co) 而 言 , 任 给 。 之 0, 存 
在 4>0, 使 得 当 [lz 一 引 委 4 时 ,有 

[17(z) ~ f(D < 3 (1-12) 
此 外 ,显然 有 


| Cac - re | ae,erre - 1G6)]an| 


+ ood) 一 Ke] 


十 [i Blz,E) LF) 一 f(s| 


(1-13) 
而 由 (1-10) 及 (1-12) 式 知 


《+do 《十 多 
| ， Bz,£) [f(z) 一 ry |< Bz,6) 1f(z) — Fle) ldz 


& +éo e 十 om 
一 二 | G(x bdr CE | lx, edz = (1-14) 
3 FE 


由 f(z) 的 有 界 性 知 ,存在 W>>0, 使 得 


2 一 To—é 
因此 ,由 代 换 加 7 了 便 有 


| tz Lz) ~ f(6) lz 


3 


<2n | -a 


e 
172 
nr 4072e 


由 积分 | “”。 ?du 的 收敛 性 可 见 
tim | edr=0 
~" 2 V 
于 是 ,存在 5 二 0, 使 得 当 0<(<4 时 ， 
J Bz, 8) [f(z) 一 (Oe| < 地 (1-15) 
间 理 ,存在 4 之 0, 使 得 当 0<t<6, 时 ， 
| 一 seeryea -TO]u|< 语 | (1-16) 
一 一 9 -一 


取 6 二 min《6,,6}, 则 由 (1-13)、(1-14)、(1-15)、《1-16) 式 知 , 当 0<t 
<6 时 ,有 


| ace,efree — f(6) jaz | < 可 十 可 十 言 6 


这 表明 (1-11) 式 成 立 . 
例 1.6 设 柯 希 (cauchy) 函 数 


(Tz) 一 一 (全 0) 


1 
TT 十 
证 明 
六 
tim g(xz) = dC7) (— oo 之 jz 之 十 oo0) 
"0+ ， 


证 明 注意 到 


| p(T) dx =tim | gp(z)dzr = lim 一 二 二 zd 
tm 


= lim 1 [arctg La arctg -—] 一 1 (1-17) 
一 oo TH 7 Wf 
b= 十 co 


可 见 , 只 须 证 明 对 任 一 于 (一 co, 十 cc) 上 连续 的 有 界 函 数 f(z), 便 有 
im | “wz)[fdz) — #60)Jaz =.0 (1-18) 


由 f(x) 的 连续 性 知 , 任 给 >>0, 存 在 m>0, 使 得 当 |z| 委 和 时 ,有 
(f(z) — £00)| < a/3 (1-19) 
此 外 ,显然 有 


| mE -#0 < “wei = FO Nar 


+ ml ~ FO e+ pm) 1) 一 Fold 
: (1-20) 
而 由 (1-19) 和 (1-17) 式 知 机 


3 
A 21) 


o 和 
| ”woH -0 ne 上 让 ln) = 之 


由 f(z) 的 有 界 性 知 ,存在 MW>0, 使 得 
一 10 -一 


| 1f(z)1 EM 
于 是 , 作 变 换 ,= 三 便 得 
1 


十 ce 1 十 oo 
| px) |f(z) 一 fC0)1az 过 2M ® | % 工 干 挛 血 


从 而 ,由 积分 | “了 健 z 的 收敛 性 可 知 ,存在 >0, 使 得 当 0<n<6 
时 

| mc) 17s) 一 fC0)laz 之 各 (1-22) 
同 理 ,存在 5.>>0, 使 得 当 0<w<5, 时 ， 

| m0 - F00) la < (1-23) 


取 6= min{6,6), 则 由 (1-20)、(1-21)、(1-22) 和 (1-23) 式 可 见 , 当 
0 二 wn 之 6 时 ， 
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Ele 


| mt) — f(0) dz| < 各 十 二 十 
这 表明 (1-18) 式 成 立 . 
例 1.7 设 狄 里 赫 利 (Dirichlet) 函 数 


SinNz 


ov(z) 一 ep 


证 明 
lim px (x) 二 d(z) (一 co < yy 所 十 co) 
证 明 ”我 们 只 须 证 明 ,对 任 一 于 (一 co, 十 co) 上 连续 且 按 和光 
滑 * 的 函数 f(z), 如 果 | “|f(z) laz 收 化, 则 便 有 


lim | “mwr(z7(aaz = 00) (1-24) 


* 我 们 称 f(z) 于 [a,6j 上 按 机 连续 ,如 果 f(z) 于 [a,b] 上 除 有 限 个 第 一 类 间断 点 外 ,处 
处 连续 ;如 果 f(z), 户 (z)? 比 于 [5 ] 上 按 眉 连续 , 则 称 f(z? 于 [o, 纪 上 按 自 光滑; 如果 定 义 于 
《一 ,十 co) 上 的 函 教 f(z) 于 任意 闭 区 间 [s,5] 上 按 笑 光 清 , 则 称 f(z) 于 (一 co ,十 ce) 上 按 
段 光 滑 . 


我 们 首先 证 明 , 若 f(z) 于 [一 a,aJ 上 连续 且 按 段 光 清 , 则 


,lim _ f(z) Nas ~ (0) (1-25) 
为 此 ,显然 只 须 证 明 

im | rc ) Eas = (1-26) 

lm | f(a = (1-27) 
此 二 式 的 证 明 是 类 似 的 ,我 们 只 证 明 (1-26) 式 .由 

| Sony ZT (1-28) 
0 也 2 

所 以 | 


,sinNz, FOO _ 1 (sinNz 1 (+,, sinNz 
| re 一 区 | C3 | :| f(0) zo 
= 1 |" 霹 =fomwa -工人 ro snNz 
下 J0 了 Nj. 了 


因为 f(z) 于 [一 oa] 上 按 段 光滑 ,所 以 函数 忒 22 一 态 2 于 [0,o] 上 按 


有 段 连续 ,从 而 于 [0,a] 上 可 积 . 于 是 根据 黎 曼 引 理 ” 知 
jim 1 ff ~ #60) 


N=>+too TH 0 


作 变 数 替换 u=Nz, 则 由 (1-28) 式 可 得 
lim 二 (0) esas = {0 lim | ep 一 0 


sinNzdz = 0 


N- 十 co 


(1-29) 


* 黎 曙 引 理 , 设 f(z) 于 [a,58] 上 可 积 , 岗 
lim resinNzas 一 和 
N+ 


lim | "f(z)cosNzds =0 
[Lok he « 


这 就 证 明了 (1-26) 式 . 联合 类 似 可 证 的 (1-27) 式 , 便 知 (1-25) 式 成 
立 . 
下 面 证 明 (1-24) 式 . 由 于 对 任何 a 守 0， 


ao 了 om 十 co 
eo ss < | bei ee 
因此 


ey 


lim ,| f(z) Ear = 0 
同 理 


ms es 
于 是 ,对 任 给 >0, 存 在 4 二 0, 使 得 当 a 之 4 时 ， 

站 fC) Stas 由 re egy 
特别 有 

l Go) | < 二 | f(s) edz| < 之 各 
注意 (1-25) 式 中 e>0 的 任意 性 可 知 , 存 在 M0， , 便 得 雪 N 之 M 时 ， 
| f(z) Sn sdz 一 0)|< 池 


[4 


< 


Sin 入 zi 


故 当 入 之 MM 时 ， 


三 fC) Sa | ff(2) Eas 


sinNz 


十 ), f(x) dz 一 ‘| 


3 


+ 了 (z) dz 


这 表明 (L241) 式 成 立 ,从 而 结论 得 证 . 

正如 定义 1.5 的 说 明 1° 所 指出 ,上 述 诸 例 所 列举 的 函数 ,都 在 某 
种 意义 下 带 权 平 均 收 敛 于 5- 函数 。 于 是 这 些 函 数 与 5- 函 数 都 有 着 深 
刻 的 内 在 联系 ， 然 而 ,无 论 如 何 也 不 能 误 认为 上 述 诸 例 中 所 列举 的 
消 数 ( 逐 点 ) 收 僵 于 而 函数 ， 比 如 例 1. 3 中 所 列举 的 函数 sw(z), 若 形 


< 记 十 三 了 十 可 一 


式 地 记 成 


lims,(z) = 1(2) (人 
则 显然 当 * 尖 0 时 ， | 
n(x) = 0 
因此 ,nC(z) 满 足 定义 1. 3 的 条 件 1%. 可 是 ,尽管 对 任何 :>0, 住 有 
| s.(7)dz 一 i Tadz = 1] 
从 而 


lim | (ad 一 1 
但 由 于 上 述 极限 不 能 取 到 积分 号 下 ,因此 ,不 能 得 出 
| ~ 17(z)dz = 1 
可 见 7(z) 不 能 满足 定义 1.3 的 条 件 2". 因此 "(z) 不 可 能 是 汪 函 数 ， 
从 而 *(z) 并 非 逐 点 收敛 于 5- 函数. 其 实 ,4- 函 数 根本 不 是 逐 点 有 定 
义 的 普通 函数 . 
“1.2.3 磨 光 算 子 


所 谓 磨 光 算 子 ,是 一 个 把 1.2.2 中 例 1.4 所 列举 的 函数 略 加 变 
动 后 作为 核 函数 的 积分 算 子 . 从 而 ,可 以 看 出 磨 光 算 子 与 填 函 数 的 
内 在 联系 . 磨 光 算 子 是 一 种 非常 灵活 、 适 用 的 数学 工具 . 它 的 作用 在 
于 : 对 于 问题 中 光滑 程度 不 符合 要 求 的 函数 ,首先 用 “ 麻 光 ”后 的 .与 
原来 函数 任意 逼近 的 十 分 光滑 的 函数 替代 之 :由 于 * 磨 光 ” 后 的 函数 “ 
符合 问题 的 要 求 ,经 过 推理 或 计算 , 得 出 相应 的 结论 :尔后 ,基于 “ 麻 
光 " 后 的 函数 与 原来 的 函数 任意 逼近 , 便 可 推出 对 原来 函数 所 应 有 的 
结论 . 

定义 1.6 设 


2 | | 
ie 


0 ~ 当 |z| 之 1 时 
其 中 | + . 


1 一 2 
了 =| _ ,expC 一 2) 


出 以 
J.(z,9) = i 下 (> 0) 
为 核 的 积分 算 子 
s .If 
Jp(z) = | J (eg PCY = | 


二 Ty$ 
£ 


: ja 
为 一 维 磨 光 算 子 ,其 中 p(x) 为 于 [a,5] 上 可 积 的 函数 . 
一 维 磨 光 算 子 的 理论 意义 及 其 应 用 ,主要 基于 如 下 的 定理 ， 
定理 1.1 设 w(z) 于 [fo, 疏 上 连续 , 则 .Jo(z) 王 Fa, 悦 上 任意 次 连 
续 可 微 , 旦 极限 式 


limvyeg(z) = 9(z) 
于 [a,5] 上 一 致 成 立 » 
证 明 ”结论 的 前 一 部 分 ,由 含 参 变量 积分 在 积分 号 下 的 微 商 定 
理 ” 立 即 得 证 ,为 证 明 结论 的 后 一 部 分 ,首先 将 g(x) 连续 有 界 地 延 
拓 到 (一 co ,十 cc) 上 . 为 此 , 设 


9(o) 当 z 之 a 时 
gf(z) = 49(z) 当 s 委 z 魏 ! 时 
yp(b) 当 z 之 5 时 


于 是 ,由 5(z) 于 任 一 有 界 闭 区 间 上 的 一 致 连续 性 及 7.Cz,y) 的 定义 可 
知 ;于 [a ,bj] 上 一 致 地 有 


Et re 
[7.9(z) 一 p(2)| 所 | pie — g(x) | yz 人 |< 


， 此 定理 为 : 设 了 (5,9) vc 全 于 和 于 <z<bye<yS4 上 连续 , 则 


. 
#9 = [fn 
于 [4,8] 上 可 微 , 且 


"= Ps ， 


Cia 一 — ~ 1+e 
| eps -Wy < me D0) 一 5 [pe 
2€ [ed 


= mx | — p>0 (~»0) 
Be 
至 此 ,定理 证 完 . 
下 面 我 们 举例 说 明 磨 光 算 子 的 应 用 . 此 例 虽 了 略 嫌 专门 ,但 读者 
可 以 侧重 于 领会 磨 光 算 子 的 应 用 , 余 者 皆 可 简略 而 过 . 
例 1.8 考虑 含 小 参数 >0 的 常 微分 方程 边 值 问题 
全 一 了 (1-30) 
z(0) = 0,z(1) =0 
的 解 与 隐 函 数 方程 
flz,u,0)=0 (1-31) 
的 解 之 间 的 关系 . 记 
G= {52107zE1,lzl<oa0 Ep)} 
其 中 op 为 正 的 常数 . 假设 . 
4 f(z,z,p) 于 G 上 连续 可 微 ,有 f.(z,2,0) 之 m>>0 0x 才 1， 
{zl<o)， 
2” 方程 (1-31) 于 0 委 z 委 1 上 存在 解 w=u(z), 且 有 |u(x) | 之 a(0 
rz1). . 
则 当 wu> 0 充分 小 时 , 边 值 问题 (1-30) 恒 存在 解 :二 Cz,p), 且 有 估计 
式 


te) 


lz(zsp) 一 wz) < lu(0) Je fF 1 etegt 
(0 委 z 雪 1)》 

其 中 c>>0 为 与 4 无 关 的 常数 ， 

为 证 明 例 1. 8 的 结论 ,我 们 将 不 加 证 明 地 引述 如 下 定理 ， 

定理 1. 2(Nagumo) 假设 

(1)w(z),w(z) 于 [a,5] 上 两 次 连续 可 微 ,上 是 当 e<z<5 时 ,of(z) 
<6y(r), 记 
B' ={(r99) arb (7) Cy Cd), — oy < 十 oo) 

CL Df(ryy yf zy ) frv(zoy,y') 皆 于 B* 上 连续 ， 


( 夺 ) 当 ao<z<2 时 , 便 有 
T(z)LIz Dr) (x)) 
wz)>f(z, wz), wo (z)) 
(NWN) 于 B* 上 ,1f(z,y,y)| 寺 gp(ly1) ;此 处 9g(v) 为 于 u 之 0 上 连 
续 的 正 值 函 数 ,并 且 


+ vdu 
| sp) . 
则 于 平面 区 域 B= {(z,y) la<&zr&b,@(z)y&56(z)) 内 不 在 同一 垂直 
线 上 的 两 点 (zi1,y4) 与 (x2,y) (不 妨 设 am <z) ,方程 
y= f(y ) 
存在 解 y=y(z) ,使 得 
(zy(z)) EB (RizCz) 
并 县 
yz1) 一 加 Yr) = y 
现在 回 到 例 1. 8 所 述 结论 的 证 明 . 按 隐 函 数 存在 定理 知 ,u(z) 
于 0<z&1l 上 连续 可 微 . 由 于 v(z)? 的 光滑 程度 不 数 下 面 证 明 的 需 
要 ,所 以 要 对 它 进行 磨 光 处 理 . 令 


上 一 
uCz) 一 二 | ve udy (Or<l) 


由 定理 1. 1 可 知 ,w(z) 于 [0,1] 上 任意 次 连续 可 微 . 仿 定理 1. 1 的 证 
明 , 将 x(z) 延 拓 ,使 之 在 整个 数 轴 上 仍 连 续 可 微 , 即 设 


u(0) 十 ww(0)z 当 一 oo 二 z< 之 0 时 
i(rz) = [oo 当 0 和 zz 委 1 时 
ul) + wl)(z— 1) 当 上 <z< 二 co 时 


易 见 上 和 连续 可 微 . 于 是 
wz) 一 二 | Dy 0<s<D 
故 按 定理 1. 1 的 证 明 及 拉 格 朗 日 中 值 定理 知 , 当 0<z<1 时 ， 
ulz) 一 xz)| 声 ,max iCy) 一 uz)| Pe (1-32) 


有 


其 中 ,P= max lw (z}1. 由 分 部 积分 法 及 yz) 的 定义 ,有 
一 17 一 


+e 一 1 一 
“0 3 REF Dy + [LE Dog)... 


一 [ive = Bacy)],, 


i A 

— Fest+e 1 i+e 
=-[- RAS 了 | 十 2 [ve [4 Ya (gdy 
= -| TE (Day (1-33) 


虹 此 ,再 作 变 最 和 的 2-z_， .得 


ulz) 一 工 | ”27 J] yay 十 [二 7 a), 
Ee) zz-r 9T 


一 T 了 yz 二 8、 
[= J( i Ja' (y) -。， 
一 多 _ /到 y、 
sh 
+:*-*eT = #): £ 1 一 (< 二 2 0Y 


可 见 存 在 p> 0, 使 得 0<z<1 由 


DACGIE 所 (1-34) 
记 
M 一 67 十 7 十 1 (1-35) 
其 中 SRE ONT emf eles 0). 令 := 好, 取 
Q(z) = wz) — GoluC0) le (FE) laC1) |e( 2) re-» — 下 诺 
(0<r<1) 


Bz) 一 ao (2) + (1 一 60) la(0) |e-( 2) 


LA 


+ 一 6)]Dje(Y ent (OCD) 


0 当 wuC) 二 0 时 
(= 0,1) 
| 当 xG) 之 0 时 
显然 wu(z), 配 (z) 于 [0,1] 上 两 次 连续 可 微 ，( 其 实 是 任意 次 连续 可 微 
的 ) ,并 且 
WT) Uz) DT) (0 委 z 委 1) 《1 一 36) 
此 外 , 当 w>>0 充分 小 时 ， 
w,.(0) < 0< 0), ax(l)< 0 二 到 (1) 
并 且 
le) Eada (Ogz<1) 
m 
= (zz sOSrEI,0(T) 2) — H+ 0} 
风尘 于 充分 小 的 AP>0,f(zzy0 ,f'(z，,z,4) 皆 于 B; 上 连续 . 由 假设 
条 件 1* 知 ,自然 存在 4>0, 使 得 当 (z,z,AEG 时 ， 
1f(zz 1 < 魏 4 
由 此 可 见 定理 1.2 的 条 件 (N ) 被 满足 . 又 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 及 
u(z) 是 方程 (1-31) 的 解 可 知 
f(z, 7) ,4) = fr), 2) — flz, wz) ,0))} 
十 {f(z, (2) ,0) — fru (z),0)) 
+ {flzsun(z),0) 一 f(z,u(7), 0)) 
= (x0,(7) 04 + firs (z) + Os (wlz) 


一 7)) 0) (Oz) 一 ur (2)) 
二 fizou(z) 十 Duov(z) — u(x)) ,0) 


* 这 里 可 以 看 出 将 *(z) 磨 光 的 作用 . 事实 上 ,车 在 w.(z), 西 (z) 的 压 达 式 中 , 座 x(z) 
取代 mw:(z) 则 此 时 es(z) ,可 (z) 显 然 并 不 是 两 次 连续 可 微 和 函数 . 


» (ua(r) 一 2(z)) (1-37) 
其 中 0<0,0,0<1. 根据 条 件 1° 知 
lmy ,zs oz) gpDp0 一 0 (1-38) 
由 (1-34) 式 ， 1 
Lawsokz)| SR (0 委 z 委 1 
据 此 及 (1-37)、(1-38)、(1-32)、(1-35)、《1-36) 诸 式 与 条 件 1 可知, 当 
4 之 0 充分 小 时 ， 
f(z, (2) ,4) SF 二 mo, (7) — un (2)) + ThA 
十 Ra + p(s) 
=MAf + m(@(z) 一 uit(z)) 十 Ho (x) 
、 =h0,"(r) (0 委 z 委 1) 
同 理 可 证 , 当 p<0 充分 小 时 ， 
fa Br) A) > p62) (0 多 z 委 1) 


综 上 所 述 ,根据 定理 1. 2 可 知 , 当 w>0 充 分 小 时 ,方程 (1-30) 存 


在 解 z 二 Zz(z,4) 满 足 

os(z) C2(r 1) (2) (0 委 z 委 1 (1-39) 
据 (1-36) 及 (1-39) 式 ,并 由 @,(z),5,(z) 的 表达 式 知 , 当 w>0 充分 小 
时 ， 


1z(z,a 一 wa | < facO) |e 3) 十 人 (lle(3 cb 十 pt 


再 由 (1-32) 式 ,并 记 C 一 P 十 从 便 知 , 当 n>0 充分 小 时 ,于 0<z<1 
上 有 

lz(z,p 一 az | 122,p) — ua (z+ Nani(z) — ulz)| 

< 妇 |u(0) |e (2) 和 十 |aC1)1e( 2) "en 十 cut 

至 此 ,本 例 的 结论 全 部 获 证 ， 

从 例 1. 8 大 致 可 以 看 出 磨 光 算 子 这 一 数学 工具 的 应 用 . 而 磨 光 
算 子 这 一 积分 算 子 的 核 , 则 与 函数 密切 相关 ,因此 , 磨 光 算 子 的 作 
用 也 正 是 体现 了 6- 孙 数 的 作用 . 


一 20 一 


$1.3 06- 函数 的 几何 意义 与 物理 意义 


人 函数 的 定义 1. 1 至 定义 1. 3, 反映 了 4- 函数 鲜 明 的 直观 背景 ， 
而 与 其 等 价 的 定义 1. 4, 则 反映 # 函 数 深刻 的 运算 意义 . 下 面 分 别 就 
定义 1. 1 至 定义 1. 3 以 及 定义 1. 4, 从 两 个 不 同 的 侧面 ,来 说 明 6- 函 
数 的 几何 意义 与 物理 意义 ,以 便 较 为 全 面 地 阐述 . 


1.3.1 几何 意义 


1. 由 9- 函数 的 定义 1.1 至 定义 
1. 3, 以 及 根据 例 1. 3 至 例 1.7 所 指 
出 的 把 6- 函 数 视 为 普通 函数 的 弱 
极限 的 观点 ,可 以 大 体 上 把 5(z 一 2) 
看 作 是 定义 于 整个 数 轴 上 的 一 条 示 
意 性 的 平面 曲线 (如 图 1-1 所 示 )， 
它 具有 如 下 几何 性 质 ， 

1 在 点 z*=“ 上 的 无 限 罕 的 邻 可 
域 之 外 ,此 曲线 与 > 轴 重 合 ; 图 1 

2 在 点 z=é 的 无 限 窄 的 邻 域 上 ,此 曲线 突起 了 一 个 无 限 高 的 
“ 话 ”; . 

3* 此 曲线 下 的 面积 为 有 限 值 1. 

正 由 于 4- 函 数 并 非 古典 意义 下 的 普通 函数 ,因此 ,显然 不 能 在 
通常 意义 下 给 出 #- 函 数 确切 的 几何 解释 、 上 述 几何 意义 ,只 能 算是 
一 种 粗糙 的 看 法 而 已 . 然而, 正 是 这 种 粗粮 的 示意 性 的 看 法 , 才 使 得 
我 们 能 够 对 5 函数 这 种 乍 看 起 来 很 “ 怪 ” 的 函数 ,有 一 个 直观 .形象 
的 理解 . 

2. 表征 6- 函 数 运算 性 质 的 定义 1. 4, 其 几何 意义 也 是 很 明显 的 . 
它 表明 当 由 一 c 变 到 十 co 时 ,平面 上 点 (6,| “sz 一 9)7(z)dz) 的 
轨迹 正 是 函数 y 一 f(z)( 一 co<z< 十 co) 的 几何 图 形 . 


y=6 (x-2) 


1.3.2 物理 意义 


1. 6- 函 数 的 定义 1.1 至 定义 1.3, 以 及 作为 六 函数 的 物理 背景 在 

§ 1. 1 中 所 列举 的 两 个 实例 表明 ,4- 函 数 反映 了 集中 分 布 的 物理 量 

的 物理 特性 一 一 集中 分 布 的 物理 量 的 密度 分 布 函数 ,如 电荷 分 布 密 

度 , 物 质 分 布 密度 等 等 的 特性 . 值得 指出 的 是 ,5- 函 数 在 物理 上 乃 是 

集中 分 布 的 物理 量 的 密度 函数 的 局 部 分 布 和 总 体 效 应 相 结合 的 产 
物 . 如 在 定义 1.2 中 

0 当 z 关 时 

ie 当 z 一 《时 

代表 集中 分 布 的 物理 量 的 密度 的 局 部 分 布 状态 ;而 
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则 是 该 集中 分 布 的 物理 量 的 密度 分 布 的 总 体 效应 . 它 表明 若 集 中 分 
布 的 物理 量 是 电荷 , 则 其 电荷 分 布 密度 的 总 体 效应 与 单位 电荷 等 效 ; 
若 集中 分 布 的 物理 量 是 某 种 物质 质量 , 则 该 物质 分 布 密度 的 总 体 效 
应 与 单位 质量 等 效 . 

为 了 着 重 强调 6- 函数 的 物理 意义 ,有 时 我 们 还 称 5Cz 一 6) 为 单位 
” 冲 激 函数 ,或 者 也 称 之 为 于 点 * 一 “处 强度 为 1 的 冲 激 函 数 或 单位 脉 
冲 函 数 . 更 一 般 地 ,我 们 称 C5(z 一 6) 为 于 z= 处 ,强度 为 C 的 冲 激 
函数 . 

6- 函 数 远 不 是 象 其 定义 的 物理 背景 那样 ,只 能 描述 集中 分 布 于 
一 点 的 物理 量 的 物理 特性 ,而 是 可 以 更 广泛 地 表达 一 般 离散 (集中 ) 
分 布 的 物理 量 的 物理 特性 . 不 仅 如 此 ,借助 于 函数 ,还 可 以 对 连续 
分 布 与 离散 (集中 ) 分 布 的 物理 量 的 物理 特性 , 施 以 统一 的 数学 表达 . 

例 1.8 设 于 z 轴 上 ,在 z= 一 1 处置 有 电量 为 2 个 单位 的 点 电 
荷 ,在 :==0 处 置 有 单位 点 电荷 ,在 x 二 1 处置 有 2 个 单位 的 点 电荷 ， 
在 z=2 处 置 3 个 单位 的 点 电荷 ;而 在 别处 没有 电荷 分 布 ， 则 根据 让 
函数 的 定义 及 其 物理 意义 可 知 ,z 轴 上 各 点 的 电荷 分 布 密度 为 

plz) = 26(z 二 1) 二 6(7) 十 + 26(z — 1) + 36(z — 2) 


如 


并 且 , 此 电荷 分 布 密度 的 总 体 效 应 一 一 在 z 轴 上 分 布 的 电荷 总 量 显 
然 是 


| oou = ot Det eG) 
+2| 一 aa 一 De 十 直 odz 一 2)ar = 8( 单 位) 


例 1.10 设 于 : 轴 上 连续 地 分 布 某 种 物质 ,物质 分 布 密度 为 
YCz) ,并 假定 于 点 z= 处 ,还 置 有 质量 为 m.(4 二 1,2,…,n) 的 重 物 . 
试 求 z 轴 上 各 点 的 物质 分 布 密度 、z 轴 上 分 布 的 物质 的 全 部 质量 及 
其 重心 的 位 置 . 

解 ” 按 5 函数 的 定义 及 其 物理 意义 可 知 ,z 轴 上 各 点 的 物质 分 
布 密度 为 

p(x) 一 7?(z) 十 2 mdlz 一 x) 
于 是 ,z 轴 上 分 布 的 物质 的 全 部 质量 为 


十 om 十 oa oo ， 
M -| plz)dzr -| y(z)dzr 十 > 十 6(z 一 2)dz 
一 oo 一 eg 31 ~ op 


-| yr)dz 十 Sm 
所 求 的 重心 坐标 为 
| pla)ds | zpCz)de 
7 | p(s)dz wi 


原来 仅 对 连续 分 布 的 情形 才 成 立 的 (1-40) 式 ,现在 则 对 高 散 ( 集 
中 ) 分 布 的 情形 也 成 立 ， 这 就 使 得 不 论 物质 是 连续 分 布 还 是 离散 ( 集 
中 ) 分 布 的 情形 ,其 重心 坐标 都 可 以 用 一 个 统一 的 公式 (1-40) 式 求 
得 .只 不 过 是 在 离散 分 布 的 情形 下 ,p(z) 的 表达 式 中 出 现 6- 函数, 而 
在 连续 分 布 的 情形 , 则 不 出 现 这 种 奇异 函数 而 已 . 众所周知 ,类 似 于 
(1-40) 式 ,将 连续 分 布 和 离散 分 布 的 物理 量 , 施 以 统一 数学 表达 的 实 
例 ,是 三 手 可 拾 的 . 能 够 把 这 种 对 立 的 物理 对 象 进 行 统一 的 数学 处 
理 , 关 键 在 于 引进 了 能 够 恰当 反映 集中 分 布 这 一 物理 特性 的 奇异 函 
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(1-40) 


数 一 一 6- 函数 . 
2. 定 义 1.4 更 为 深刻 地 体现 了 借助 于 4- 函 数 所 反映 出 的 集中 分 
布 与 连续 分 布 的 物理 量 的 内 在 联系 ， 

如 考察 由 时 刻 + 二 a 到 +=8 这 段 时 间 内 ,持续 力 PCr) 的 作用 ， 
由 于 | “s(x 一 6)4z 二 1 是 无 量 纲 量 ,因此 ,规定 了 4- 秃 数 的 量 纲 为 
Bz 一]= 站 
于 是 , 若 视 dz 为 无 穷 小 , 则 于 时 刻 r= 可 以 认为 6(7 一 Ddr=1. 从 
而 ,F(T)6(r 一 Ddzr 便 可 以 看 作 是 于 时 间 区 间 wsr 委 8 上 ,只 于 时 刻 

二 t€ [a, 月 处 瞬时 起 作用 且 取 值 为 PCD 瞬时 力 , 即 
FTGT — Ddr = F(T) 
其 中 
F(t) 当 r 一 上 时 
0 当 r 关 ! 且 *E [a,p] 时 
将 Po 连续 地 延 拓 到 (一 co, 十 co) 上 ,比如 设 
F(a) 当 r<a 时 
Fr) | 


Pr) 一 | 


一 1P(r) 当 o 委 * 近 5 时 
PCB) ” 当 rt 之 8B 时 
则 由 5 函数 的 定义 知 , 当 i€E[a,p1 时 ， 
| “PCnD6Gr — Ddr =| FrDdGr — Wdr = FO) = Pb 


这 开明 于 时 刻 r=4E [c,6] 了 瞬时 起 作用 , 且 取 值 为 P(O 的 瞬时 力 
Pr) 在 时 间 区 间 [La,p6j 上 的 总 体 效应 ,与 在 La,B] 上 的 持续 力 F(7) 在 
时 刻 *= 上 处 的 瞬时 效应 等 效 ， 既然 [a,8] 上 的 持续 力 -P(r) 可 视 为 当 
xz 由“ 变 到 8 时 诸 Ar) 和 迭 加 而 成 ,于 是 它 自 然 可 以 视 为 在 时 刻 r= 
处 瞬时 起 作用 的 阴 时 力 挛 (r) 当 上 由 “= 变 到 5 时 挝 加 的 结果 . 这 个 具 
有 普遍 意义 的 重要 结论 ,清楚 地 站 明了 连续 分 布 与 集中 分 布 的 物理 
量 之 间 的 内 在 联系 ; 它 表 明 为 了 考察 连续 分 布 的 物理 量 的 物理 特性 ， 
可 先 考虑 集中 分 布 的 情形 ,尔后 再 利用 和 加 原理 , 便 可 达到 预期 的 目 
的 . 在 本 书 所 述 的 应 用 部 分 中 ,多 处 用 到 这 一 结论 . 


De 


81.4 间断 函数 的 导数 


按 古 典 分 析 的 理论 ,一 个 函数 若 在 其 定义 域内 的 某 点 处 可 导 ( 即 
导数 存在 ), 则 函数 在 该 点 处 必然 连续 . 因此 ,一 个 间断 函数 在 其 间断 
点 处 必 不 可 导 . 然而 ,我 们 利用 6- 函数 却 可 以 研究 间断 函数 的 导 闭 ， 
这 也 进一步 说 明了 引入 5- 函数 的 重要 意义 . 占 轴 

鉴于 5- 函数 不 是 普通 函数 ,因此 ,用 4- 函 数 表达 的 间断 函数 的 
导数 ,自然 不 再 是 古典 意义 下 的 普通 导数 ,而 是 所 谓 广 义 导数 ,对 基 
于 这 种 导数 概念 所 作 的 推理 ,按理 说 都 应 借助 于 广义 函数 这 一 较 深 
的 数学 工具 才能 获得 严格 的 证 明 .为 了 浅显 易 慌 起 见 ,下 面 所 作 的 
关于 间断 函数 的 导数 的 全 部 论述 ,都 只 好 借助 于 古典 分 析 工 其 进行 ; 
从 而 这 也 只 能 算是 “粗粮 的 "示意 性 的 说 明 . 不 过 ,了 解 这 些 内 吞 * 寻 
于 法 者 理解 和 掌权 本数 及 其 应 用 还 是 很 有 益处 的 。 


.1.4. 1 弱 相 等 的 概念 : 于 


弱 相 等 的 概念 正 象 弱 收敛 的 概念 一 样 , 都 是 属 平 广义 函数 论 的 
内 容 . 为 了 进一步 讨论 二 函数 及 其 性 质 的 需要 ， 我 们 对 这 个 概念 只 
作 简单 扼要 的 介绍 . 

定义 1.7 如 果 对 任 一 于 [a,5] 上 连续 的 丽 数 f(z), 恒 有 “ 

| ‘f(z) 9 dz =| rw 
则 称 在 弱 意 义 下 ,于 区 间 [e,b] 上 Ef 
9(z) = ¥(r) 
或 称 于 区 间 [a,5] 上 ,gpg(z) 与 $(z) 是 弱 相 等 的 . 

顾名思义 , 弱 相 等 的 概念 是 通常 函数 粗 等 概念 的 推广 ， 事实 上 
不 难 证 明 ,车 w(z) 与 8 z) 缘 于 [e, 妇 上 连续 , 则 由 此 二 函数 于 医疗 [ 圣 
/上 在 弱 意 义 下 相等 , 必 可 推 得 它们 在 通常 意义 下 于 [e, 刀 上 相等 . 
假若 不 然 , 则 存在 2zo 稳 (asb) ,使 得 

‘p(x0) yx0) “4 个 阁 
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于 是 ,由 yw(z) 与 %z) 的 连续 性 知 ， 存在 :>0, 使 得 当 z 一 ec 魏 z 委 zo 十 * 
时 ,wp(z) 天 #%(z) ,不 妨 设 
2(z) 一 %(z) 二 0 


于 是 , 取 定 义 于 [e,5] 上 的 连续 函数 
人 当 m 一 二 2 魏 ze 十 时 
0 0 在 别处 


便 得 
| [oc — $C) 
-| [yz) — (2)Jz0+ em—z)(s— s+ed>0 


此 庆 盾 表明 ， 只 要 两 个 于 [a,5] 上 连续 的 函数 在 弱 意 义 下 相等 ,就 必 
在 通常 意义 下 相等 


需要 指出 的 是 ,定义 1.7 中 的 区 间 有 时 也 可 以 是 (a,5), 还 可 以 
是 (一 00, 十 co0); 如 果 是 (一 oo0, 十 oo), 则 除 要 求 f(z) 于 (一 co, 十 co) 
上 连续 外 ,往往 还 将 根据 问题 的 要 求 ,对 f(z) 蛙 规 另 外 的 限制 条 件 . 


1.4.2 间断 函数 的 导数 


如 所 熟知 ,在 古典 分 析 中 ,有 如 下 的 一 条 原 函 数 存在 定理 : 设 
flz) 于 [a,5] 上 连续 , 则 函数 


F(z) =| f(a 
于 [a,5] 上 可 微 ,并 且 


F's) = F(z) 
今 考 家 . 
. Ho) 一 | .464 (1-41) 
按 此 函数 的 定义 知 
EY _/0 当 s 之 0 时 
“一 当 s 学 0 时 


这 个 函数 是 庚 维 赛 (Heaviside) 由 于 对 电器 技术 研究 的 需要 而 引进 
一 26 一 


的 ,通常 称 之 为 亥 维 赛 单位 函数 ,也 称 之 为 于 点 zx 一 0 处 路 度 为 六 的 
阶 夏 函数 (如 图 1-2 所 示 ). 
将 上 述 古 典 分 析 中 原 函 数 存 在 定理 ,形式 地 用 于 (1-41) 式 , 便 有 
H'(z) 一 5(z) (~ 0 z+ 00) (1-42) 
我 们 也 称 函 数 CH(z 一 如 为 于 点 z= 处 路 度 为 C 的 阶 跃 沙 数 . 
仿 上 所 述 ， 形式 地 有 


[OHCs— 一 纺 ]=Ci(z 一 久 (—oo<z<+o0) (dM) 


这 表明 一 个 在 间断 点 *=“ 处 跃 度 
为 2 的 阶 路 函数 的 导数 ( 即 变化 率 ), 等 
于 在 同一 点 处 强度 为 C 的 冲 油 函数 . 
(1-43) 式 是 间断 函数 求 导 运 算 的 基础 ， 
由 此 可 见 ,间断 函数 的 导数 并 非 普 通 意 
义 下 的 导数 ,我 们 称 之 为 广义 导数 或 广 . 
义 微 商 . 图 1-2 本 

例 1.11 设 f(z) 于 (一 oo, 十 co) 上 除了 z= 是 其 第 一 类 间断 
点 外 ,处 处 可 微 ,并 且 户 (s 一 0) 二 所 Ce 十 0). 记 了 (x) 于 z=& 处 的 跃 度 
为 


ff 十 0) 一 ff 一 0) 一 C 


并 定义 
f(z) 当 z < 之 2 时 
ee 当 s ==& 时 
f(z)—C 当 :>& 时 


则 根据 假设 便 知 了 (2) 于 (一 oo0, 十 co) 上 可 徽 , 自 当 :<2 及 “> 时 有 
f(x) = f(z) + CH(z — &) 
于 是 ,由 (1-43) 式 可 见 , 当 一 co<z< 十 co 时 ， 
fi(z) = (2) + Cz 一 人 
例 1.12 设 | 清和 
z’ 当 z< 2 时 省 
一 5 当 z*> 盖 2 时 - 
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f(z) 一 


凋 由 例 1. 11 可 知 
jj(z) 一 2z 一 56(z 一 2) (os<i+o) (1-49) 
厨 六 事实 上 ,根据 鲍 1. 11, 定 义 函 数 


fr 


《aa 22 当 z 二 2 时 了 
;0 -人 当 z*= 2 时 . , 
z 当 z> 之 2 时 


条 注意 f(z) 于 :二 2 处 的 唉 度 为 一 5, 则 由 例 1. 11 的 结论 立即 可 见 
(1-43) 式 是 成 立 的 . 


例 1.13 考虑 函数 

_ 一 上 当 z<0 时 
-| 0 当 z 一 0 时 

1 当 z 之 0 时 


Senz 被 称 为 符号 函数 ， 显 然 
Sgnz 一 一 1 十 2F(z) (z ¥ 0) 


i 1 全 (Senz) 一 2 (z) 一 26(z) 《一 co<z< 十 co) (1-144) 
不 难看 出 ,(1-44) 式 其 实 也 可 借 


助 于 例 1. 11 的 结论 直接 得 到 . 
例 1.14 设 脉 冲 函 数 


0 当 z 过 a 时 2 
mo 当 e 魏 z 魏 0 时 
评 4 0 当 * 之 2 时 
其 中 C>>0 为 常数 (如 图 1-3 所 
— . 图 1-3 
示 ). 则 本 
CP(z 一 0) 一 CHFGz 一 0) 当 z 关 5 时 
fo=| 
C 当 z 一 5 时 . 
于 是 


f(z) = CH'(s ~— a)— CH'(s ~ b) = 06(r — a) 一 Chb(z — b) 


(一 ce <z< 十 co) 
例 1.15 设 阶 梯 钞 数 


一 1 当 z 过 一 1 时 

0 当 一 1<z<0 时 
1 一 13 当 0<z< 一 2 时 

5 当 z 之 2 时 


《如 图 1-4 所 示 ). 则 当 z 天 一 1 0，,2 时 ， 
f(z) 一 一 上 十 万 (z 十 1) 十 2H(z) 十 37(z 一 2) 


于 是 | 
f(z) = dr 二 1) 二 26(7) 十 36(z 一 2) (~— oft+ co) 


图 1-4 2 

需要 指出 ,上 述 诸 例 中 函数 微 商 的 等 式 ,都 应 该 看 成 是 在 弱 意 义 

下 相等 .因为 在 这 些 例子 中 ,部 是 用 属于 广义 函数 的 让 函数 来 表 这 

所 论 间断 函数 的 微 商 ,从 而 也 只 能 是 在 弱 相 等 的 意义 下 来 理解 这 些 
等 式 . 


例 1.16 设 
f(z) = fi(z) 当 z 过 时 
f(z) 当 z 之 $ 时 


其 中 及 (z) 和 所 (4) 分 别 于 z 之 E 和 z>& 内 可 微 ,上 且 f4'(& 一 9) 与 如 (é 
十 0) 都 存在 , 求 这 个 沙 数 的 导数 . 
解 ” 因 为 (2 十 0) 与 1' (8 一 0) 都 存在 ， 则 易 见 fi(e—0) 与 fi(é 


十 0) 都 存在 , 亦 即 f(e 一 0) 与 fj 十 0) 存 在 . 所 以 ,z=& 是 f(z) 的 第 一 
类 间断 点 .此 例 中 的 函数 与 例题 1. 11 中 的 函数 的 瞧 一 区 别 ,就 在 于 
例 1. 11 中 的 函数 1(z) 的 间断 点 * 一 * 处 ,有 户 (4 一 0) 一 户 (2 十 0) ,而 
对 于 本 例 中 的 函数 f(z) 则 未 必 如 此 ,不 过 ,我 们 仍 可 象 例题 1. 11 那 
样 , 记 C= 7 十 0) 一 fCE 一 0), 并 定义 


fi(z) 当 z 过 时 
o-oo 当 z = 二 6 时 
f(z)—C 当 z 之 《时 


本 来 ,了 (z) 于 zx=“ 处 取 何 值 以 及 是 否 有 定义 ,对 于 下 面 表 达 所 (z) 来 
说 是 无 上 所谓 的 . 这 里 之 所 以 规定 了 E) 二 .C6 一 0), 不 过 是 为 了 与 例 
1. 11 在 处 理 上 统一 而 已 . 由 于 当 z>e 与 :<E 时 ， 

f(x) = f(z) + CH(z 一 全 
故 当 一 co<z< 十 co 时 , 应 有 


fi(z) = F(z) 十 C6(z — £) (1-45) 
然而 ,由 于 此 时 未 必 有 天 (6 一 0)== 也 (十 0), 因此 或 者 规定 
fF (Ee) 一 了 (一 0) (1-46) 
或 者 规定 
了 (一 六 (十 0) (1-47) 


这 样 一 来 ，(1-45) 式 就 有 两 种 形式 . 这 两 种 形式 也 只 在 z=& 处 有 区 
别 ， 即 或 者 取 (1-46) 式 ,或 者 取 (1-47) 式 . 鉴于 前 面 已 指出 ，(1-45) 
式 应 当 按 着 在 弱 意 义 下 相等 来 理解 ,因此 上 述 两 种 形式 采取 任何 一 
种 均 可 ,基于 同样 理由 ,于 (1-45) 式 中 往往 干脆 就 不 特别 指明 产 (z) 
在 点 “处 究竟 取 何 值 ， 由 于 
jf) 当 z < 之 时 
1 人 一 (0 当 s 之 时 
于 是 , 当 一 co<z<< 十 co 时 ， 
f'i(z) 当 z < 之 2 时 
fi(z) = C6(z 一 十 (m0 当时 (1-48) 
对 于 本 例 中 的 函数 f(z), 其 导 函 数 最 常用 的 表达 式 就 是 (1-48) 
式 . 


例 1.17 设 
f(z) = (全 当 z 二 x 时 
一 2 当 z 之 x 时 
则 f(z) 符合 例 1. 16 的 全 部 要 求 ,而 
C 王 fr 十 0) 一 fr 一 0) 一 一 中 
于 是 ,根据 例 1. 16 所 述 的 结论 , 当 一 c<z<< 十 co 时 ,或 者 
2cosz 当 z 扫 时 


7 < 一 一 站 2 一 
f' (x) mdz D+ {7 当 z> x 时 


或 者 
: 2cosz 当 z<< rr 时 
7 = 一 mi 一 站 十 | 当时 
或 者 采取 常用 的 表达 式 , 即 当 一 co<<+< 之 十 oo 时 ， 
2cosz 当 z<<r 时 
7 一 一 md 一 四 十 | 当 z> x 时 
例 1.18 设 o<a<p<D， 
e’ 当 c 委 z<c 时 
er 当 wa<<z<5 时 
x’ 当 5<z 委 /时 


为 求 定 义 于 有 限 区 间 [a,5] 上 的 间断 函数 f(z) 的 导数 , 先 将 f(z) 开 
拓 到 (一 ,十 cc) 上 , 使 之 除 a, 8 为 第 一 类 间断 点 外 ,处 处 可 微 . 
为 此 , 设 


e 当 z<a 时 
ro -+ 当 a<z<8p 时 
2 当 z 之 5 时 
由 于 F(z) 于 间断 点 a,6 处 的 路 度 分 别 为 
PK 十 0) 一 Pa 一 0) 一 中 十 2 一 6 
PP 十 0) 一 Ap 一 0)= 一 2 
因此 , 车 记 


e 当 z 志 a 时 
tea 当 z >>a 时 


则 当 za,p 时 ， . 
F(z) = (zs) + (+2— eH — a)— 2H(z— p) 
从 而 , 当 一 < 达 z 之 十 oe 时 
F(z) = (4) 二 (oT 2 ez — oa) — 26(z — p) 
特别 , 当 az<&b 时 ,此 式 成 立 ， 这 就 表明 , 或 者 
f(x) = (n+ 2—e)dr— a) — 26(r— Pp) 


e” 当 a 夺 xz 夺 a 时 
+ | 当 a< 之 z 人 5b 时 
或 者 
f(s) = 2— er ma) — 26(z — Pp) 
ex 当 a 世 zz 过 a 时 
+ 当 a<z<4 时 
或 者 通常 表示 为 
f(z) = Ct 2 e)dr moa) — 26(72— p) 
6 当 a 委 zz<a 时 
+ 当 a < 之 z 二 5 时 


至 此 ,对 于 一 般 在 有 限 或 元 穷 区 间 上 有 定义 的 , 除 第 一 类 间断 点 
之 外 处 处 可 微 的 间断 函数 ,我 们 都 能 够 借助 于 6- 函数 ,给 出 其 导数 
的 表达 式 . 


$ 1.5 5 函数 的 性 质 


4- 函 数 之 所 以 有 着 广泛 的 应 用 ,其 主要 原因 之 一 是 它 有 许多 很 
好 的 性 质 . 如 前 所 述 ,为 了 使 本 书 具 有 更 广泛 的 适应 性 ,便于 读者 接 
受 , 对 于 本 来 属于 广义 函数 的 6- 函数 的 下 述 诸 性 质 ,在 本 节 我 们 都 
只 采取 古典 分 析 中 的 方法 ,给 出 形式 上 的 “证 明 ”. 

首先 ,根据 56- 函数 的 定义 (并 注意 其 物理 背景 ), 立 即 可 得 如 下 
性 质 1. 1 对 于 任意 区 间 [a,6j, 伍 有 


, 有 当 & € fa,bj 时 
| .= |。 当 《 七 [es, 二 时 
今后 我 们 将 以 定义 1. 1 至 定义 1.3 这 三 个 等 价 的 定义 之 一 作为 
和 -函数 的 定义 ,而 将 定义 1. 4 视 为 其 运算 性 质 , 即 
| f(s)6(z ~— Edz = F(€) 
证 明 根据 4 函数 的 定义 、 积分 中 信 定 理 以 及 性 质 1 知 ,对 任 
意 e 盖 0， 


| f(z)6(z 一 54 一 | roacz 一 dz 


-ere 
二 f(») | 4(z 一 上 )dz 一 了 (7) 
其 中 wE [一 2 十 申 .注意 f(z) 的 连续 性 及 e>0 的 任意 性 ,立即 可 得 
| 一 jz)6(z — Edz = lim f(a)ode ~ €)dz = lim f07) = 了 (2) 
推论 1.1 没 f(z) 于 [4,6] 上 连续 ， 则 当 &€ Cad] 时 ， , 
| 1(z)dtz — edz = 76) 
证 明 设 
f(a) 当 z <~a 时 
To 当 e 委 z 委 5 时 
了 (0) 当 z>! 时 


则 7(z) 于 (一 oo, 十 ce) 上 连续 . 于 是 , 按 6- 函数 的 定义 及 性 质 1. 1 1， 
并 注意 到 2€ [a,], 便 有 


| f(z) 一 dz =| OF (2)6# — dr = ¥ (4) = f(6) 
性 质 1. 3(4- 函 数 的 微 商 ) 设 7(z) 于 (一 oo, 十 oo) 上 "次 连续 可 
微 , 则 . 
人 road — 0 = (Drymc 
证 明 用 数学 归纳 法 证 明之 : : 
一 33 一 


显然 当 *==1 时 ,结论 成 立 .事实 上 , 由 分 部 积分 法 以 及 性 质 
1. 2, 并 注意 到 当 z 关 6 时 ,6(z 一 6) 二 0, 便 得 
| fC2)0' (2 — dz = Ff(2)6(z — &) | -| (zez 一 人 

=— f(6) 
今 假设 当 一 上 时 ,结论 成 立 , 亦 即 
| f(z Cr _. e)dz 一 《一 1) 7 (6) 

要 证 当 "= 上 十 1 时 ,结论 成 立 .事实 上 ,由 分 部 积分 法 以 及 性 质 1. 2， 
并 注意 到 当 zx 关 时 ,692(z 一 银 一 0, 便 得 

| f(z)640(z — edzr = f(z)6"(z — £) | ~ 


-| op (z)6W (zr _ edz 


= (~ D1) SCF (le 
一 (~ Df + DE) 
于 是 ,根据 数学 归纳 法 原理 便 知 ,所 述 结论 对 任何 自然 数 都 成 立 . 
推论 1.2 设 f(z) 于 [a,8] 上 次 连续 可 微 , 则 当 6€ [a,5] 时 ， 
| (zz — Edz = (— De 人 


证 明 将 f(z)m 次 连续 可 微 地 延 拓 到 (一 co ,十 co), 设 如 此 延 括 
后 的 函数 为 了 (z), 则 由 (= 了 (6 及 性 质 1.3 立即 可 知 , 当 4E 
[a,5j 时 ， 


| “7(z)6o(z -edz -| “oaotz 一 dz : 


一 《一 1 了 (6 =(— 1)f°(é) 
为 了 加 深 对 5- 函数 微 商 的 意义 的 理解 ， 这 里 我 们 简要 地 叙述 一 
下 4(z) 的 物理 背景 
设 于 z 轴 上 ,只 在 zx=0 与 :一 /处 分 别 置 以 电量 为 一 一 0 与 @ 的 电 
荷 , 从 而 形成 偶 极 抢 为 P 一 Ci 的 偶 极 子 . 于 是 仿 -§ 1. 3 中 的 例 1.9 可 
知 ,此 时 z 轴 上 各 点 z 处 的 电荷 分 布 密度 为 .， 


p(z) =— 06(z) 十 06(z 一 让 一 PP D6) 


国定 偶 极 矩 P, 令 />0, 则 由 P= 知 ,此 时 8 十 oo. 记 


D(z) = lim(P 0) 一 一 Pb'(z) 
pd | , 


则 得 
0 GD = 


而 p(x) 则 表示 由 在 点 +=0 处 及 与 该 点 无 限 僻 近 的 点 处 分 别 置 以 等 
量 但 符号 相反 的 无 穷 大 电荷 形成 偶 极 子 后 ,在 z 轴 上 各 点 的 电荷 密 
度 分 布 . 

推论 1. 3 

[emer=0 =1,2,) 
而 且 , 对 任何 区 间 [a,6j, 恒 有 
| ‘60s — edz = 0 (nn = 1,2,*.…) 

证 明 在 性 质 1.3 及 推论 1.2 中 , 取 f(z) 志 1, 便 立 即 得 到 所 要 
证 明 的 结论 . 

在 下 述 性 质 及 其 推论 中 所 出 现 的 等 式 ,除了 推论 1. 5 之 外 ,都 应 
当 按 弱 意义 下 相等 来 理解 . 此 外 ,本 节 所 叙述 的 在 闭 区 间 [a,5] 上 成 
立 的 所 有 性 质 及 其 推论 ,将 [e, 妇 换 成 开 区 间 (e, 已 显然 也 成 立 , 

性 质 1.4 设 4 为 非 负 整数 , 则 

和 (一 立 ) = (— 1)6"(7) (一 co I 二 eco) 

其 中 
(人 (一 z) 
d(C— zz)’ 

证 明 令 zx= 一 z, 则 由 性 质 1. 3 知 ,对 任 一 于 (一 ceo, 十 ce) 上 > 
次 连续 可 微 的 函数 f(z), 便 有 

| 了 (z)600( 一 了)dz -| (~ We Dd 


GO 一 z) = 


-一 DEC 


,= D(C Df) 


=C— Df)om ae =| FOC Do] 


于 是 , 按 定义 1.7 及 其 后 所 作 的 说 明 ,立即 可 见 ( 在 弱 意 义 不 ) 
6 (一 z) 一 (一 1o(z) (一 ce<<z<< 十 co) 

性 质 1.4 表 明 , 当 为 偶数 时 ,6"(z) 是 偶 函 数 ; 当 。 为 奇数 时 ， 
6 (z) 为 奇 函数 . 特别 ,6(z) 为 偶 函 数 ,56'(z) 为 奇 淆 数 , 这 两 种 情形 以 
后 将 经 常用 到 . 

推论 1.4 设 # 为 非 负 整数 , 则 

dE m7) = (1) (4m6) (~o<zr<+%) 
其 中 
d6(E — x) 

de — £)" 

证 明 ” 作 平移 变换 w= 一 z, 则 由 性 质 1. 4 便 可 立即 得 证 . 
由 性 质 1. 3、 推 论 1.2 及 推论 1. 4 不 难得 到 如 下 推论 ， 
推论 1.5 设 f(z) 于 (一 ,十 cc) 上 次 连续 可 微 , 则 


| Of)SV(E — zs)ds = f°(€) 
若 f(z) 于 [a,b] 上 n 次 连续 可 微 , 则 当 EE [a,5] 时 ， 
| ‘f(D (€ 一 zdz = f0() 


性 质 1.5 设 w(z) 于 (一 oo, 十 co) 上 连续 可 微 ， 且 ?() 一 0 无 重 
根 , 其 金 部 单 根 为 z， za 则 


sy(z)] 5 — z:) 


，|w Cx) | 
证 明 按 假设 可 知 
(zx) 天 0 (k= 1,2,.… ,7) 

再 根据 w (z) 的 连续 性 ,存在 > 0 一 1,2,…,m ,使 得 

WwW (z) 尖 0 (zt ern 二) (1-49) 
且 使 诸 区 间 [z 一 ,x 十 a]Ck 二 1,2,… sn) 中 任意 两 个 区 间 皆 无 公共 
点 . 于 是 由 函数 的 定义 知 ， 对 任 一 在 (一 co， "+o9) 上 连续 的 函数 
f(z), 恒 有 


6 (E zx) = 


(— ce < 二 < 挟 十 co) 


Ee 


| 7(z)d[p(z)]a = 7(c)d[g(a)]ie 《1-50) 
本 3 
令 uv 二 pgp(z), 由 (1-49) 式 知 ， 车 设 各 二 p(n 一 <)， 包 一 pz te)s , 则 


wu 一 w(z) 的 反 函 数 于 以 元 ,也 为 端点 的 区 间 上 存在 , 记 为 = 一 p-1GJ .车 
9 7)>0(m 一 err 十 2) , 则 p(x 十 6)>>p(s 一 2), 再 注意 到 9p(z) 二 
0, 便 有 而 从 


[seco ye 一 | fg En 


2 0 = flz)- 了 (zt -: 


sl) yg ts jo (2 
车 w (2)< 过 0(z. 一 e 才 7z 祈 z 十 8) , 则 pat) pr), 从 而 


| ~ “fo = it? !(u) J6Cu) 起 LC 2 toy, 


w=plz,) .9 
一 f(r:) 
了 ss |w Cx) | 市 
于 是 , 当 12 恒 有 . ee 


将 此 式 代 入 (1 一 50) 贡 并 由 性 硕 1.2 可 得 上 
| 7(z)?6Lw(z)]dz = 之 tT | i 


Oz 一 x:) zs) 
-| DR 


上 十 一 


从 而 , 按 定义 1 7 可 知 (在 弱 意 义 下 ) 


dz 一 2) — x:) 
sw] = D> Te (co<z<+co) 
推论 1.5 设 p(z) 于 [a,b] 上 连续 可 微 , 且 px) 二 0 在 [a,] 上 项 
重 根 , 其 全 部 单 根 为 TY29 ,T.; 则 


Olz — zi) 
dip(z)] = TT (lar 人 bh) 
Fe = 2 Tye ii 


= fL9 IW)]—— 


T= 
ve) 


= 一 Xe ‘wj C9) 


一 了 (z) 一 一 


一 37 一 


证 明 首先 将 p(x) 连 续 可 微 地 延 括 到 (一 co, 十 co) 上 ,使 之 于 =z 
七 [6,5b] 处 恒 不 为 移 . 设 如 此 延 拓 后 所 得 到 的 函数 为 5(z). 则 由 假设 


条 件 以 及 %(z) 的 属性 ,根据 性 质 1. 5 可知 ( 在 贡 六 义 下 ) 


[5 (z)] = > 第 并 去 车 (一 ce <z< 二 co) 


从 而 


_ Oz 一 z) 
dp DT Sr<) 


显然 性 质 1. 5 还 有 如 下 的 重要 推论 ; 
推论 1.7 设 。 为 非特 常数 , 则 


1° 6(ez) 一 下 dz) . 

2° 6(z? —0)=(2|al)- [d(Czt+a)+d(z—a)] 

性 质 1.6 设 w(z) 于 (一 co, 十 co) 上 连续 可 徽 , 则 
2(z)6 (x 一) 一 9(e)b(z — £) 一 We)6(z 一 上 ) 


(— co <z<+co) 
证 明 可 分 部 积分 公式 以 及 性 质 1.2 ,性质 1. 3 知 , 对 任 一 于 


| plz)6'(z — fr)ds 一 6(z — ey(z) F(z) M 
-| Sz — (gCs)) ds 


一 -| Sz — 上) (rz)f (zdr -| da — er)F Cz)dz 
= 9 (ef(E) — yp(e)F (2) 
=— 9 ce) f(s)d(s — Edzr + vw(e) [se (2 — a)dz 


=| f(z) [pe)e (z ~ 6) — Yb — 6) Nz 
于 是 
9(z)4 (x ~ 6) = gE)0'(z — &) — Yy (e)d(z 一 2) 
(~ <r<+o) 


一 38 一 


推论 1.8 
DAC ss —) 
特别 , 当 $= 二 0 时 ， 
rz0' (xz) 一 一 d(x) 
证 明 于 性 质 1.6 中, 取 w(z) 一 z, 便 立即 得 证 . 
性 质 1.7 设 w(z) 于 (一 co, 十 cc) 上 连续 , 则 
p62 一 人 一 9()d(z 一 人 (一 co<z< 二 co) 
(1-51) 
证 明 对 任 一 于 (一 co ,十 co) 上 连续 的 函数 f(z), 按 性 质 1. 2 
有 


| 一 FDC 一 人 az -7 |-- fe ~ Ou 


= | “7(z)p(6)6(z — 4 


\ 由 此 可 见 , 等 式 (1-51) 在 弱 意 义 下 成 立 . 
推论 1.9 和 
人 一 6dtz 一念 一 0 (~o0<s<+o) 
特别 , 当 ==0 时 ， 
26(z) = 0 ‘(<r 0) 
证 明 于 性 质 1.7 中 , 取 p(z) 一 >, 便 立 即 得 证 1 
推论 1. 10 设 w(z)、.%z) 缘 于 (一 co, 十 co) 上 连续 . 若 存 查 加 志 
(一 co ,十 co) ,使 得 pe)= 二 $C2), 则 
px)6lz — £) = Pr)6(z — 全) 《一 i+ cc) 
证 明 由 性 质 1.7 可 得 
gz)6(z 一 一 (6 — €) = $6)6Cz — &) 
一 $(z)6(z 一 &) 1 (一 co s+ co) 
仿 性 质 1. 6 ,我 们 还 可 以 证 明 如 下 的 性 岳 ， 四 
性 质 1.8 设 p(z) 于 (一 co, 二 co) 上 次 连续 可 微 , 则 


gz) 6 e) = -DS- 1y0 pH ESD (sz _ 


(一 o<z<+eoo) 
一 39 一 


其 中 她 表示 在 * 个 元 豪 中 取 大 个 元 素 的 组 合 总 数 . 
显而易见 ,性 质 1.7 与 性 质 1.6 分 别 是 性 质 1.8, 当 一 0 与 一 
1 时 的 特殊 人 情形. 
性 质 1.8 设 函 数 
0 当 z<* 时 
zc 人 雪人 4 
则 
忆 ( 人 zz 一介 一 5 一 个 (一 oo<z<< 十 co) 
性 质 1. 10 设 话 数 
fiCz) 当 < 《时 
f= 的 当 z > 之 《时 
其 中 六 (2) 与 f(z) 分 别 于 xz< 与 z>& 内 可 微 , 且 所 (2 一 0) 与 1,(& 
十 0) 尼 存在. 车 记 
| C= f+0)— He 0) 
则 当 一 ceo<z<< 十 co 时 ， 
fii(z) 当 z 之 < 时 
f(x) 当 z 之 & 时 
性 质 1. 9 及 性 质 1. 10 已 分 别 在 $1.4 中 1.4.2 自 的 开头 及 例 
1. 16 中 详细 推导 社 ,这 里 只 是 为 了 把 人 函数 的 性 质 六 述 得 更 完整 ， 
档 汉 将 它们 开 列 出 来 ， 


f(z) 三 Citz — 6) 十 


$1.6 高 维 5 函 数 


:如果 所 论 6- 函数 中 含有 = 个 自 变量 , 则 称 之 为 维 4 函数 . 前 面 
所 讨论 的 函数 Cz 一 2) ,只 含 一 个 自 变量 =, 称 之 为 一 维 4- 函 教 . 高 于 
一 维 的 5 函数 ,也 称 为 高 维 -函数 . 

鉴于 高 维 5 函数 与 一 维 6- 函数 有 许多 类 似 之 处 ， 因此 下 面 只 是 
扼要 地 进行 讨论 . 


1. 6. 1 高 维 6 函 数 的 定义 


为 了 解 高 维 5- 函 数 的 定义 的 背景, 我 们 先 举 两 个 具体 的 例子 . 

例 1.19 设 在 三 维 空间 vryz 中 , 除 原 点 (9, 0,0) 外 的 其 余 各 点 
处 都 没有 电荷 分 布 ,而 于 原点 处 分 布 一 单位 电荷 , 试 确定 ozyz 空间 
中 各 点 (z,y,?) 处 的 电荷 分 布 密度 p(z,y,2). 

设 0 为 ozyz 空间 中 的 某 有 界 闭 区 域 ,@。 表示 分 布 于 G 上 的 电荷 
总 量 ,Se 表示 域 9 的 体积 . 若 令 :表示 @ 的 直径 , 即 G 上 任意 两 点 间 
距离 之 最 大 者 , 则 显然 有 


p(0,0;0) = lim 人 = lim =o 


Le0 De Le0 6 
(6.0.0)Eg (0.0,8)E 6 
而 当 (x,y,2) 关 (0,0,0) 时 ， 
plr,y,2) = “lim Ye = fim 0 z= 0 
Gn Se te0 56 
‘0.0,0)EO 


(2 EG 
(0.0.0 ES 
于 是 ,在 ozyz 空间 中 各 点 (x,y,z) 的 电荷 分 布 密度 为 
pz = | 当 (z,y,z) 关 (0,0,0) 时 
co 当 (z,yvs) 一 (0,0,0) 时 
此 外 ,显然 还 有 


.Qn 一 下 plzsysz2)drdydz = 1 


其 中 为 整个 三 维 空间 . 
例 1.20 设 在 三 维 空间 vzyz 中 除 点 (6,w,6) 外 的 其 余 各 点 处 都 
没有 物质 分 布 ,而 于 点 (6,w,6) 处 分 布 一 单位 质量 的 物质 , 试 确定 
oxyz 空间 中 各 点 (z,y,2) 处 的 物质 分 布 密度 (zx,y,z). 
设 6 为 vzys 空间 中 的 某 有 界 闭 区 域 ,Se 为 域 e 的 体积 ,Me 为 分 
布 于 6 上 的 物质 的 总 质量 . 若 令 ! 表示 域 C 的 直径 , 则 有 


. M , 
HEME) = lim 一 "一 lim 1 oo 
-0 人 Le0 Se 
(NEG (DEC 


* 常 记 疡 表示 整个 * 维 欧 氏 空间 . 
一 41 一 


当 (z,y,2) 6,9,6) 时 


Mo .0 
ry2) = lim -一 一 lim 一 一 0 
从 ?2 ) [add ao Is0 Bo 
(ns EO Crgra) 人 ES 
(b.0.06 ED 《9 人世 


于 是 ,ozyz 空间 中 各 点 (z,y,z) 的 物质 分 布 密度 为 
0 当 (z,y,2) (6,1,6) 时 
“597) = (, 当 (z,y,2) 二 (6,1,6) 时 
此 外 ,显然 还 有 | 
Ma = 人 (zy,2)didydz = 1 
将 诸如 例 1. 19 与 例 1. 20 中 的 那些 具有 明显 的 共性 一 一 反映 了 
集中 分 布 的 物理 量 的 物理 特性 的 函数 p(z,gz) 与 4(z,y,z) 加 以 数学 
抽象 ,引进 下 述 定义 : | 
定义 1. 8 我 们 称 一 个 含有 "个 变 元 avzay…sze 的 函数 为 ， 维 
和- 函数 ,并 记 之 为 (zz…wyz) ,如 果 它 满足 ， 
0 - 当 (zlyza…yzo) 天 (0,0,…，0) 时 
1° ia ， 
co 当 (z1,72 2) 二 (0,0,…,0) 时 


:| eda) ars, 一 1 
中 


只 须 作 一 个 平移 变换 , 便 可 得 到 与 定义 1. 8 等 价 的 如 下 定义 ; 
定义 1.9 我 们 称 一 个 含有 a 个 变 元 z1,z;，,…,z, 的 函数 为 上 维 

4- 函 数 ,并 记 为 6(z1 一 6,z1 一 和 ,… ,zs 一 如) ,如 果 它 满足 ， 
1]” 6(z 一 和 7 一 如 0 一 上 ) 一 


-| 当 (ziyzz， A 时 
当 (ziyzz，* 2 一 (ee 时 
2 中- 中 5 一 名， za 一 名 一 各)tzidzredzs = 1 | 


运用 简单 的 推理 , 便 不 难得 到 与 定义 1. 8 及 定义 上 3 等 价 的 如 
下 定义 : 
定义 1. 10 我 们 称 一 个 含有 * 个 变 元 z,zz,…,z, 的 函数 为 * 
维 4- 国 数 ,并 记 为 (x1 ,72s°"° ,x.) ,如 果 它 满足 ; 
1 (riz 7s) = 0 当 (zyzzy…z) 天 (0， 0 0) 时 
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2° :jsc »T29°"° Ta) dridz2 dy, = 1 
A 


由 上 述 诸 定 义 可 见 ,» 维 # 函 数 显 然 是 一 维 5 函数 的 推广 ,并 
且 , 高 维 5 函数 ， 自然 也 不 是 古典 分 析 中 的 那 种 “ 逐 点 对 应 ”的 普通 
函数 

我 们 还 可 以 给 出 与 上 述 三 个 定义 等 价 的 下 述 定义 , 它 也 是 ， 维 
9 函数 重要 的 运算 性 质 . 

定义 1.11 我 们 称 5(zi 一 色 ,zz 一 &)… x4 一 如) 为 入 维 9- 函数 ， 
如 果 对 任 一 于 R' 内 连续 的 函数 f(z ,zs 2) ,人 恒 有 


区 | (zi 一 cyz2 一 Gz ,Le 一 Sf 1 TX2s °° La) dzidr2* dz, 
= f(& sb2 9 6) 
1. 6. 2 高 维 4- 范 数 的 性 质 


为 了 讨论 高 维 4 函数 的 性 质 ,首先 ,需要 介绍 多 元 函数 弱 收 伍 
的 概念 . 

一 、 多 元 函数 弱 收 敛 的 概念 

"元 函数 难 收敛 与 一 元 函数 弱 收 化 的 定义 非常 相似 ,只 不 过 是 
把 那里 的 一 元 函数 换 成 * 元 函数 ;把 定 积分 换 成 s 重 积分 而 已 . 因 
此 ,= 元 函数 弱 收 敛 的 定义 ,其 实 也 是 一 元 函数 弱 收敛 定义 的 推广 . 

定义 1. 12 设 依赖 于 参数 的 函数 族 {mw(z ,zs,…,z,)} 中 的 每 
一 个 函数 都 在 FR' 中 某 域 G 内 有 定义 . 若 对 任 一 于 G 内 连续 的 函数 
了 (zyzz zs)， 便 有 


tim | fs 440s ps 12 aad, 


boo 
= lle fz1s 57250 7s) pT1 sz2 dl 


则 称 函 数 族 {w (zz ，…,z)) 当 人->co 时 在 9 内 骅 收 全 于 ws。 ， 
… ze) ,或 者 称 gp(z) yz *z) 是 函数 族 {m(z zz)) 于 G 内 当 h 
一 co 时 的 弱 极限 , 记 为 


limg (z1 ,x2 ,°° ,1,) = gsistaye zs) piss Zs) EG 
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或 者 。 
PT Ts hs) pT) Ts Ls) (z19729°0 391) EG 
. 此 定义 自然 也 有 类 似 于 定义 1.5 的 附加 说 明 1° 至 4*, 且 应 变通 
之 处 也 都 十 分 明显 , 故 不 再 效 述 . 据 此 及 定义 1. 11 显然 有 如 下 结论 ; 


Ed 
lm 《za Za) = G(r1sT2 za) (zi19%29°"° 20) ER 


的 充分 必要 条 件 为 对 任 一 在 及 内 连续 的 有 界 函数 f(z ,x，，… 0 
伍 有 


tim | | mss Fs) dered, 一 fC0,0,°.,0) 
了 


ho0 


值得 注意 的 是 ， 

(1) 若 上 述 定义 中 的 G 为 忆 , 则 根据 所 论 癌 题 的 要 求 ,有 时 对 函 
数 f(z1 ,zs，,… ,z,) 除 假设 其 连续 外 ,还 要 加 上 有 界 性 的 限制 条 件 ; 

(2) 对 函数 族 {pCz1,z2，,…,z,)} 所 依赖 的 参数 h, 则 与 定义 1. 5 
的 附加 说 明 2 类 似 , 这 里 不 再 重 述 . 

上 述 充 要 条 件 提供 了 讨论 "元 函数 族 以 ” 维 4- 函数 为 弱 极 限 的 
具体 方法 ,下 面 给 出 几 个 例子 来 进一步 说 明 这 种 方法 的 运用 . 

例 1.21 设 脉 冲 函 数 


2 当 VF 二 F< 时 
S.(z,y) 一 

0 当 Y 十 更 之 时 
试 证 明 | | 
lim SCz,y) 2 = 6(z,y) (z,y) ER 


证 明 接 S.(z, 人 的 定义 和 二 重 积分 的 中 值 定理 知 ， 对 任 一 于 
上 连续 的 函数 f(z,y), 有 


seoprepam= | fay = 7 


a 


sie 


其 中 ,v 伴 十 平 委 * 于 是 ,由 f(z, 四 的 连续 性 便 得 
lim [fs pray 一 lim jc,7) = f(0,0) 
0 十 Te ee0 十 。 
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站 
lim S.(z,g) =6(2,y) (rER 


0 


例 1.22 设 以 :为 半径 的 4 维 球形 函数 


一 《zj? 十 
(er)” 'exp[z te 夺 二] 


(Ti T2000 ) 一 当 v 于 十 好 十 … 干 二 <* 时 
0 当 VYzi 十 对 十 … 十 下 之 e 时 


-| Er 


AAA/ 下 一 节 + 


试 证 明 
EL 
lim .1(ri yzz yz) 一 6G(ziyzs 2 (x1 T2 ,°° ,Te ) 的 R’ 
ee 


证 明 按 .zz，…z) 的 定义 及 积分 中 值 定 理 可 知 , 对 任 一 
于 R* 内 连续 的 函数 f(z zyz) ,人 恒 有 


由 | J (zl yzz °° “Tf (xr »T239°°° ,Ta dzidr2e dx, 


EA ST29 To fr sa ta) dridr2 dy, 


| 
一 了 (6 人 .| 二 | 志 


(好 十 妇 十 … .二 
“xp[g Cd 二 本 二 


其 中 VT Te. 设 守 =m(k==1,2,…,8), 则 


Jdzidzrz 1 dx, 


lim -| TT sro ra) fr yz ,Zz ) dridr2e dr 
er0™ RA" 


Ms 和 2 二 是 +l 


= lim 了 eye， ! a 
eo0t 


一 (时 十 眶 十 … 十 对 ) ，，.. 
| exp[T 一 0 十 本 二 十 


一 lm f(s,l1,° 6) = fF(0,0,..,0) 
-0t 


从 而 ,本 例 结论 得 证 . 

例 1.28 设 » 维 空间 RF 内 的 开尔文 Kelvin 热源 函数 为 
1 

a (nt)F 


， exp| — 《z1! 一 外 十 和 十 (z: 一 2 (> 0) 


CAE | 9 人 2) 一 


其 中 a 为 正常 数 . 试 证 明 . 


而 
lim 从 (z s Ts , 9 ,6,) 一 6(zi 一 ev ?Za 一 &.) 
of 


[nd 


《2z15272 人 六 
证 明 显然 ,我 们 只 须 证 明 对 任 一 于 RR 内 连续 的 有 界 函 数 
了 (zzz ,0* yz)， 恒 有 
lim | BD (ri Te zs » 1 LAA 1 )f Cx sT29°°° ,Te J dridz2*° dr, 
410 二 于 


一 了 (全 ee) (2 9 22 2 € RR’ 
即 可 . 为 此 , 令 


2 一 Cs 
zt 一 王 -一 (Ek = 1,2,°, 1-52 
u -有 n) 《 ) 


则 ,对 任 一 心 0, 恒 有 


区 | D(z 9T29°°* 9Ts :EL 9 »C) dzridz, “dr 
有 


1 tt 
-二 由 (十 ts du du, 


中 加 0 十 op 
= 志 (| ee ‘du) (| eu) | edu,) 
一 .VR. Va Vi=1 (1-53) 


于 是 ,为 证 明 本 例 的 结论 ,又 只 须 证 明 


tin 小 中 aas ee 6) 

。 [fx1s229°°° 7a) 一 了 (人 ee) zidzvdz = 0 (1-54) 
因为 于 (zl zz ;ta) 于 PR 上 连续 ,所 以 对 固定 的 (&1,&,*…,6.)ER 而 
言 , 任 给 :>0, 存 在 5 之 0, 使 得 当 Vlsr 一 了 十 … 十 (一) <6 
时 ， 


|f Cs zee ,zs) — fCE1, L206) | CO 玛 (1-55) 


又 由 于 fx 和 zy… 和 2) 于 玉 上 有 界 , 所 以 存在 之 0, 使 得 
[f(z z2 0 0) | 魏 M (x1 229 yz) EF 
据 此 ,并 由 (1-52)、(1-53)、(1-54) 可 得 


| | BT Ts Es ,€,) [fz 37) 一 了 (人 名 ) gz dz | 
魏 | dz ST 6 | frrs) 一 (6 ) | dz dz . 


十 J :| GCT ,Tus El Je) 


一 癌 |): -| 人 Cr 


了 (zz ) 一 了 (和 0) | dz dz 


r2 
+24 | re 7 exp[ 一 本 dat 


< le D(z ,Ts ,6 9 se) dr dy, 
pe 


2M , 
十 Tn le rt Ee A 
2 2 


[CEE 二 > 


2M 
= 二 + 下 [es| TT (1-56) 


攻 
i > 


其 中 r= (x 一 1) 十 (x: 一 8 .十 人 一 如 )》 缮 史 青 由 (1- 53) 式 可 见 


lim | 中 一 二 + + 一 .0 
tot 5103> 次 | 


Gt” +) - 
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于 是 ,存在 4>0, 使 得 当 0<:<4 时 ， 


将 (1-57) 式 代入 (1-56) 式 便 知 , 当 0<i<6 时 ， 
| 全: 本 (zl ,6) [f(z 9 一 了 (人 9 6) ]dzl dz 


。 | e+ gue dy, < 等 (1-57) 
人 


< 去 十 一 8 
这 就 证 明了 (1-54) 式 ,从 而 本 例 的 结论 得 证 . 
二 、 高 维 9- 函数 的 性 质 
为 了 讨论 高 维 4- 函 数 的 性 质 ,这 里 还 需要 简单 介绍 两 个 多 元 函 
数 弱 相等 的 概念 . 
定义 1.13 设 G 为 R 内 某 区 域 (或 闭 区 域 ). 若 对 任 一 于 C 内 连 
续 的 函数 f(z ,zy 伍 有 


[| fr ,7T2,** ,Ta PT sTa 9 Ji 


= :| 了 (2 yo ,TCrL 3 和 2 9 °°* 3 dzidrz ed 
则 称 在 弱 意 义 下 ,于 G 内 


. PT Ta Ts) PTT, ) 
或 者 称 为 于 G 内 plz,，… ,24) 与 #%(z，…z) 是 弱 相 等 的 . 
需要 指出 的 是 ， 
(1) 车 此 定义 中 的 G 就 是 疡 , 则 往往 除了 要 求 f(z1,…,z,) 于 忆 
上 连续 外 ,还 依 问题 的 要 求 ,对 fz,… ,z,) 附 加 其 它 的 限制 条 件 . 
(2) 正 象 一 元 函数 的 情形 一 样 ,多 元 函数 镁 相等 的 概念 ,也 是 两 
个 普通 多 元 函数 相等 概念 的 推广 . 事实 上 , 仿 一 元 函数 中 相 类 似 结论 
的 推导 不 难 证 明 , 若 w(z，…z) 与 多 za) 都 在 域 6 内 连续 , 则 
这 两 个 函数 在 6 内 弱 相等 必 可 推 得 它们 在 通常 意义 下 于 6 内 相等 . 
虽然 高 维 6- 函数 的 性 质 大 多 是 一 维 4- 函 数 相 应 性 质 的 推广 ,但 
考虑 到 读者 对 这 方面 可 能 比较 生 琉 ,因此 还 是 对 它们 给 予 扼要 证 明 
《因为 这 里 只 是 采取 古典 分 析 的 方法 来 论证 ,所 以 也 只 能 算是 形式 上 
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的 说 明 而 已 )， 
此 外 ,下 面 所 叙述 的 有 关 在 Rr 中 的 区 域 C 内 成 立 的 高 维 4- 函 数 
的 性 质 及 推论 , 当 G 为 闭 区 域 时 ,也 显然 成 立 ， 
性 质 1.11 设 G 为 中 任 一 区 域 , 则 
1 当 (&,%,6.) EG 时 


le 6(z 一 所 2 一 Ed drei, dz, 一 0 当 

2 (Gi) EG 
车 将 定义 1. 8 至 定义 1.10 这 三 个 等 价 的 定义 之 一 作为 * 维 6 

函数 的 定义 ,而 将 另 一 个 与 其 等 价 的 定义 1. 11 视 为 运算 性 质 , 则 有 
性 质 1. 12( 运 算 性 质 ) 设 f(z 于 上 连续 , 则 


和: fm) 一 
证 明 根据 定义 1.9 与 积分 中 值 定理 可 知 ,对 任意 <>0， 
区 | 了 (zi，… yz)6(0z1 一 Gis 一 6 ) dz ds 


p* 


= 4 2 二 出 3 | 9 6 一 dd 


一 了 [| 机 | ie 一 人 一 drivedzs 
[了 
一 加 
其 中 VG 一 和 六 十 … 十 (9. 一 各 并 4. 注意 到 f(z，…,z,) 于 忆 土 的 连 
续 性 及 :>>>0 的 任意 性 ,立即 可 得 
区 | 了 (zz 一 和 一 dz dz . 
=limf Ch mh) 一 天生) 

推论 1.11 设 f(zi,…,z,) 于 R' 中 某 域 G 内 连续 , 则 当 (&,é,， 

,6.)EG 有 时， : 
le f(xi9 002 — Erste 一 人 dz “dz 一 了 (人 


性 质 1. 12 和 推论 1. 11 所 表述 的 高 维 4 函数 的 重要 运算 性 质 ， 
为 高 维 5 函数 的 广泛 应 用 莫 定 了 基础 . . 
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性 质 1.13 对 任何 自然 数 *, 当 (zi,z1,… ,zx,)ER' 时 ,全 有 
oz 一 人 ?和 一 &.) = 6(z: 一 6.)6(zs 一 ee》…6(zs 一 &) 


证 明 对 任 一 于 尽 内 连续 的 函数 f(z1,…,z.), 反 复 利 用 一 维 
4- 函数 的 性 质 1. 2, 并 根据 上 述 的 性 质 1; 12 便 得 


ff | 了 (zz 一 E21) d(x 一 6)dz1n°dz, 
县 
+ 

= {Cf es ss) ~ Gt Jss 一 和 2 一 人 tr 
rd . 

=[|: | [fl& S29 3)6(zs 一 如 )…6(z， 一 dzzedz。 
Fk 

=[ {Cf piss -Dai — 全 ala -ar 
ti J 


-由 f(s brs) G(s 一 全 8(a 一 和 and = 


=f(é sC2 5°" 人 一 由 | f(x19°" ,7x1)6(71 一 人 (2 一 Ca)dridz, 
[uy 


于 是 ,由 定义 1. 13 便 知 (在 弱 意 义 下 ) 
6(z 一 站 一 上 各 ) 一 bz 一 扣 )…6(z — &,) 
Cr) ER 
推论 1.12 设 6 为 尺 内 任 一 区 域 , 则 当 (z xz)EC 时 ， 
6(z 一 外 一 上) 一 4z 一 名 )…6(z — 6,) 
性 质 1. 13 及 推论 1. 12 是 高 维 4- 函 数 的 非常 重要 的 性 质 ,它们 
表明 高 维 4 画 数 (在 弱 意 义 下 ) 能 够 分 解 为 一 维 6- 函数 的 乘积 . 
性 质 1.14 设 w(z…z) 于 入 上 连续 , 则 当 (z pz) 握 尼 
时 ， . 
VC 5060z — Gls sz — €,) 
= (by, ba) 6 一 和 一) 
证 明 对 任 一 于 驻 上 连续 的 函数 f(z:，…,z) , 按 性 质 1. 12 显 


然 有 


一 50— 


ff [se LA sz) Lo 9 oR) OCT 一 G19 + 9X 一 6,) Jdz "dr, 


一 了 el， 深 抽 ,6 ) PLE 9 ,1) 一 ples »6.) 
* 由 | re LA Te) OT 一 4 2 92 ~ &,) dri dr, 
R" 


= {fC Eps) — Gr Jared 


于 是 ,根据 定义 1. 13 便 立 得 所 证 . 
推论 1.13 当 (z,…,z.)ERr 时 ,有 


>) (zi 十 Ei) (Cz 一 如)6(zl 一 如 9 2 一 4) 一 0 
证 明 在 性 质 1. 14 中 , 取 (zz)= 和" 便 得 所 证 . 
推论 1.14 当 (z,…,z,)ER 时 ,有 


DD azl(z oom) = 0 


kl 


证 明 只 须 在 推论 1. 13 中, 取 名 =0(%==1,2,…,#) 即 可 得 证 ， 
推论 1.15 设 mp(z…z) 与 %z wz) 都 在 玉 上 连续 : 若 
CAGE A ; 则 当 (T1907) ER 时 ， 

ofKz Ha) OT — bly 一人) 

=pri9 TOT — Bis se — be) 
证 明 由 性 质 1.14 可知 , 当 (z,…,z,)EkR 时 ， 

Pz19 Ta) OT — bse Ts — Es) 
= ) 6 — Gyre yn — Ga) 
$s Ca) 6 — bs ts — &,) 

一 gz za)g(zl — i CO ) 
性 质 1.15 设 flzi,…,z,) 于 上 wm 次 连续 可 微 , 则 
I 了 | fm ) hades eede, 


Gof rhs hs 


其 中 1 和 <b<… "<n sR mi;(j 二 1,2.…s) 为 非 负 整数 , 且 
Sm,=m. 
证明 由 性 质 1.12.1.13 和 $1.5 中 的 性 质 1.3, 有 
Fi(s 一 上 和 一 上 9 hs —&,) 网 
小 ] f(z21 72," ,7,) a de dz, 


= | fs1 3°" 3a) Madrdr2e dz, 
= 小 | 小 | 
= 小 | [ [| ( | fa sm) Mn ss, eds, eds - 1 
= 小 | 由- -0 Nl nds, sd 1 
= 加 | tl,) 0 
= “| (CD Pi 
1)" i 


CA ry 


其 中 


de 一 6&,) ,d(x 一 名) 
-一 站 一 站 io -~ [了 


2 一 . Gh 1 +1 一 和 一 名 -2 一 (FET 一 &) 
加 A) di6(z, 一 64,) dz 一 全 ) 
一 一 0 一 
Gh zi da 


“6(z1 一 G19 9 1 一 31 一 Gh 一 人 -1 


Bi +1 一 bit19""" Za 一 &) 


Pf(r 9 一 sb pT Ti 1 ba, sh tls ,a) 
二 一 OO 


#= G7 
人 (zh 一 6 ) dd(zs 一 名 2 
§ a TL Zh A 右 9 ;» 


LL 1 一 | TE 二 1 一 | 一 bh 1 + 一 人 ‘Ts 一 上) 


Or 一 1 全 + 
p= 3 1 2 ， Pa 


EE 
“O21 — Eloy Te be om 
和 
推论 1.16 设 fzza yz) 于 尼 中 某 区 域 6 内 严 次 连续 可 
微 , 则 当 (& ,és,… ,6.)EG 时 ， 


。 IO 一 62 一 名 
由 :| 了 (rayzz ,LX,) Der or it dridz2*" dr, 


YY (ye 
一 (一 了 Fr dF az 


其 中 上 委 太 二 户 志 < 用 委 2s 委 0 (j 二 1,2,…8) 为 非 负 整数 , 且 
Dm;=m. 
i™} 

推论 1. 17 


e000 pi 一 Ci 72 一 2s ks &,) 
于 DRT dridzx2***dr, = 0 


并 且 对 Rr 中 的 任 一 区 域 G, 恒 有 
| 


Gr Oza rh dridz2° dr, = 0 
其 中 1 和 < 过 hh 过 < 之 nys 人 n,m(j 一 1，,2,.…,#) 为 非 负 整数 ,上 量 
> ) 一 由 之 上 
i 


证 明 在 性 质 1. 15 和 推论 1. 16 中 , 取 了 (zz oz) 三 1, 并 注 
意 到 m 之 1 便 可 得 证 ， 
性 质 1.16 当 和 (riz, ER 时 ， 


BCzl 一 EisTs 一 2 9 9 ke 一 如) 
DC 一 Zis ts W299°°* és 一 zs ) 
dF drt Qh 


其 中 1 才 庙 过 有 过 之 hn,s 才 n, 坝 (j= 二 1,2,…,s) 为 非 负 整数 , 且 


本 
2 m=m. 


j=! 


证 明 由 性 质 1.13 及 §1.5 中 的 推论 1.4 可 知 , 当 (z,z;,*… 
xz)ER 时 ， 


Td(r 一 6 3Z2 一 CE sTa 一 &) ; 
Gai Aorta Ar 


=6(z) 一 E41).6(m -1 一 6 10602+1 一 Gt +1) 


° (zl 一 G2, 1)6(7 +1 一 +) 0(zs 一 €.) 


d™i6 (zn 人 6 ) dr, 一 6,) 6(z, 一 6,) 


dz Ta dx 
=6(61 一 2)…6(6 -1 一 T1668 + 一 20+1D 


64(6 -1 一 Te) OE + 一 x + ) GE 一 zeo)( 一 1)"™ 
人 6 一 z+ ) 


dd(6, 一 zs,) 。 d",6(6& 一 zi) 
ZE 一 za )™ ( 1) 2 db 一 zz (一 1 za — 2 
=6(E, 一 1 1 一 Ta 19 G4 =1 一 ZN+19 
bs 一 Th ba t 一 21 四 一 ze) 
人 6 一 加 ) de 一) db — zx) 
1 . dh a 一 
=6(&, 一 2 1 一 Zh i904+1 tli", 
人 一 Ti 1 +1 + ss Le) 
CAA 一 2 一 Tb 一 zu ) 
Kh Gd “or 
DG 一 21 ,C2 X29°°* ,Cs 一 了) 
zz 


推论 1. 18 设 fear …z) 于 严 上 次 连续 可 微 , 则 
9 可 加 ?983 一 多” 9。 9Os a 
人 了 (ziyzayw zu) (各 和 dzidzyeedz。 
二 (一 Ja 宁 了 2 6€.) 
dm oP “oz 


车 f(x,z2、… ,zx:) 于 R 中 某 区 域内 m 次 连续 可 微 , 则 当 (&， 
tz2 °° ) EG HH, 


= 1)* TFS bs .&) 
dnidrt2 ee der, 
其 中 1&4 过 如 之 … 之 ns 和 nymi(j 二 1,2,…,s) 为 非 儿 整数 ， 


ji 


证 明 由 性 质 1. 15、 推 论 1. 16 6 和 性 质 1 16 立即 可 见 本 推论 是 
正确 的 . 


1. 6. 3 高 维 5 函 数 的 几何 意义 与 物理 意义 


仿照 $ 1. 3 对 一 维 4- 函 数 意义 的 陈述 ,下 面 分 别 就 定义 1.8 至 
定义 1. 10 及 定义 1. 11 扼要 地 从 两 个 不 同 的 侧面 来 说 明 高 维 函数 
的 几何 意义 和 物理 意义 . 此 外 ,为 了 更 加 直观 .形象 地 说 明 * 维 6- 函 
数 的 几何 意义 与 物理 意义 ,我 们 仅 就 * 一 2 或 *= 3 的 情形 来 加 以 前 
述 . 

一 ,几何 意义 

(1) 以 二 维 看 函 数 为 例 . 由 定义 1.8 至 定义 1. 10, 以 及 根据 本 
节 例 1. 21 至 例 1. 23 所 指出 的 把 二 维 6- 函数 视 为 普通 二 元 函数 的 聘 
根 限 的 观点 ,可 以 把 <=6(z 一 6,y 一 四 看 作 是 定义 于 整个 ozy 平面 上 ， 
展 布 于 oxyz 空间 中 的 示意 性 的 曲面 5( 如 图 1-5 所 示 ). 它 具 有 如 下 
几何 性 质 : 

1” 在 ozy 平面 上 的 站 用 处 之 直径 为 无 限 小 的 圆 域 o 之 外 ， 

该 曲面 8 与 oxy 平面 重合 


2” 在 图 域 c. 上 ,曲面 5 突起 了 一 个 无 限 高 的 “ 峰 ”， 

3 此 曲面 5 下 的 体积 值 为 1. 

这 种 几何 解释 虽然 粗粮 ,但 是 却 为 这 种 非 古 典 意义 下 的 看 来 很 
“ 怪 ” 的 高 维 5- 函 数 , 提 供 了 一 个 形象 .直观 的 几何 背景 ， 


S12Z= (x-8,y-x) . 


图 1-5 


(2) 表征 高 维 4- 项 数 运算 性 质 的 定义 1. 11 几何 意义 也 同样 是 
明显 的 . 它 表 明 当 点 (#, 妇 遍 经 uzy 平面 时 ,空间 ozyz 上 的 点 (6 
| 一 sc 一 6 一 DespDaatn) 的 轨迹 正 是 函数 2 二 fz,9) zs) E 民 
的 几何 图 形 .， 

二 、 物 理 意 义 

41) 以 例 1. 19、 例 1 20 为 物理 背景 所 引进 的 高 维 6- 函数 的 定义 
1.8 至 定义 1. 10, 反 映 了 集中 分 布 的 物理 最 的 物理 特性 一 一 该 物理 
量 的 密度 分 布 函 数 的 特性 ;也 表明 高 维 # 函 数 是 此 密度 函数 的 局 部 
分 布 与 总 体 效应 相 结合 的 产物 , 例如 就 定义 1.8 中 *=3 的 情形 而 
言 ， 
0 当 (zy,gyyz) 天 (6,1,€) 时 
oo 当 (z,yz) 一 《96) 时 
代表 集中 分 布 的 物理 量 的 密度 的 局 部 分 布 状态 ;而 

一 56 一 


i 6m = | 


je — ey — 2— Edzdydz = 1 


则 代表 该 密度 分 布 的 总 体 效应 ， 它 表明 着 集 中 分 布 的 物理 量 是 电荷 ， 
则 其 电荷 分 布 密度 的 总 体 效应 与 单位 电荷 等 效 :车 集 中 分 布 的 物理 
量 是 某 种 物质 质量 , 则 该 物质 分 布 密度 的 总 体 效 应 与 单位 质量 等 效 . 

也 象 一 维 -函数 一 样 ,高 维 5 函数 自 然 也 不 仅仅 是 象 其 定义 的 
物理 背景 那样 ,只 能 描述 集中 分 布 于 一 点 的 物理 量 的 物理 特性 . 而 是 
可 以 更 广泛 的 表达 一 般 离散 (集中 ) 分 布 的 物理 量 的 物理 特性 . 不 仅 
如 此 ,借助 于 高 维 函数 ,还 可 以 对 连续 分 布 与 离散 (和 集中) 分 布 的 
物理 量 的 物理 特性 , 施 以 统一 的 数学 表达 . 

例 1.24 设 于 ozyz 空间 中 ,在 (0,0,0) 处 置 有 电量 为 6 单位 的 
点 电荷 ,在 (0,1,1) 处 置 有 电量 为 5 单位 的 点 电荷 ,在 (一 1,2, 一 3) 处 
置 有 电量 为 4 单位 的 点 电荷 ,而 在 其 余 各 处 没有 电荷 分 布 . 则 按 三 维 
5- 函数 的 定义 及 其 物理 意义 可 知 ,ozyz 空间 中 各 点 (z,y,z) 的 电荷 分 
布 密 度 为 

plzsy2) 一 66(zygz) + 56C(z,y — 1,2— 1) 
十 44(z 十 1,y 一 2,z> 十 3) 

并 且 , 此 电荷 分 布 密度 的 总 体 效 应 一 一 在 oryz 空间 中 分 布 的 电荷 总 
量 显然 是 


下 wereara ee 十 se 一 1,2— 1)dzdydz 
$ 


BR 


+ sl 十 1,9 一 2,z 十 3)dzdydz = 15( 单 位 ) 


例 1. 25 设 于 ooyz 空间 中 连续 地 分 布 某 种 物质 ,分 布 密度 为 
rr,y,2), 假定 于 点 (zi,y4,%) 处 又 置 有 质量 为 m, (t= 二 1,2,.. 的 量 
物 . 试 求 ozyz 空间 中 各 点 (z,y,z) 的 物质 分 布 密度 函数 p(z,y,z) ,oryz 
空间 上 分 布 的 物质 的 全 部 质量 及 其 重心 的 位 置 . 

解 按 三 维 函数 的 定义 及 其 物理 意义 可 知 


plzY,2) = ry,2) 十 Dm 2 At /A 


于 是 ,ozyz 空间 中 分 布 的 物质 的 总 质量 为 


好 = eee were = Newnes 


Lim 


十 2 下 ce- 一 zdzdydz 


= + Dm 
i 
从 而 所 求 重 心 的 坐标 (z,,y,,z.) 为 | 
ep aed je peare 


zx 一 人 - = 二 一 六 一 一 (58) 
plz,y,2)drdydz 
时 


sess, sd ara Daecews sae: 
Li 


ye = = (1-59) 
站 pplz,y,2)drdydz | 


spce,y 2arayas pC,y ,aay 
3 


oce ss, aera: 4 

原来 仅 对 连续 分 布 的 情形 才 成 立 的 (1-58)、(1-59)、(1-60) 诸 

武 ,现在 则 对 离散 (集中 ) 分 布 的 情形 也 成 立 . 这 就 是 说 ,不 论 物质 是 

连续 分 布 ,还 是 离散 (集中 ) 分 布 的 情形 ,其 重心 坐标 都 可 以 用 统一 的 

公式 (1-58)、 定 义 (1. 59)、(1-60) 求 得 ;只 不 过 在 离散 分 布 的 情形 下 ， 

Plz,y,z*) 的 表达 式 中 出 现 三 维 5 函数 ,而 对 连续 分 布 的 情形 , 则 不 出 

现 这 种 奇异 函数 而 已 . 不 言 而 喻 ,能 够 把 这 种 对 立 的 物理 对 象 , 进 行 

统一 的 数学 处 理 的 关键 ,就 在 于 引进 了 能 够 恰当 地 反 了 映 集中 分 布 这 
一 物理 特性 的 奇异 函数 一 一 高 维 函数 . 
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(2) 具 有 重要 运算 意义 的 定义 1. 10, 则 更 深刻 地 体现 了 借助 于 
5 函数 所 反映 出 的 集中 分 布 与 连续 分 布 的 物理 量 的 内 在 联系 . 

比如 考察 连续 分 布 于 平面 薄片 8 上 的 作用 力 F(z,y). 仍 记 5 为 
该 薄片 于 owy 平面 上 所 占有 的 区 域 . 车 视 4z,dy 为 无 穷 小 , 则 于 点 (2， 
四 二 (6,7)E5, 可 以 认为 

dz 一 上 — Wdrdy = 1 

从 而 ,PCGz,y)6(z 一 5,9y 一 1)dzdy 便 可 看 作 是 只 于 点 (&,DES 处 起 作 
用 且 取 值 为 RC,w), 而 于 的 其 余 点 处 作用 力 为 零 的 集中 力 . 记 


F(E,n) 当 (z,9) 一 (e,7) 时 


ferry) = 
erCT,y) | 0 当 (z,y) € S, 目 (x,y) 天 (86,7) 时 


则 当 (z,y)€ES 时 ， 
F(z,y)6(r — é,y — wy)dzdy = Pear 9) 
于 是 ,等 式 


ee 一 < 3 一 Wdzdy 一 Re 7) 


表明 只 在 点 ( 纪 力 ES 处 起 作用 , 且 取 什 为 ^(5 ,7 的 集中 力 Po (zy 人 
在 3 上 的 总 体 效应 ,与 作用 于 8 上 的 连续 力 F(z,9) ,在 点 (6 处 的 
局 部 效应 等 效 .既然 作用 于 8 上 的 连续 力 F(z,y) 可 以 视 为 当 点 (zx,y) 
遍 经 3 时 诸 Kz,y) 达 加 而 成 ,于 是 它 自然 也 可 以 视 为 只 在 点 (&,n) E 
S 处 起 作用 的 集中 力 F(z,9), 当 (E,) 遍 经 8 时 过 加 的 结果 , 这 个 
绪论 既 揭 示 了 连续 分 布 与 集中 分 布 的 物理 重 之 间 的 内 在 联系 ,又 表 
明 为 了 考察 连续 分 布 的 物理 量 的 物理 特性 ,可 以 先 考察 集中 分 布 的 
情形 ,而 后 再 利用 迭 加 原理 , 便 可 达到 子 期 的 目的 . 


1. 6. 4 n 维 磨 光 算 子 


n 维 磨 光 算 子 , 在 理论 上 和 实际 中 都 是 有 用 的 数学 工具 . 因此 ， 
我 们 在 这 里 也 简要 地 加 以 介绍 . 

所 谓 " 维 磨 光 算 子 ,是 将 例 1. 22 中 所 列举 的 函数 略 加 变通 后 作 
为 核 函 数 的 积分 算 子 . 由 此 ,可 以 看 出 。 维 磨 光 算 子 与 维 -函数 的 


内 在 联系 . 
定义 1.14 设 
ee[ 全 半 村 站 本] 
7 当 YT 干 可 二 一干 可 < 之 1 时 
0 当 Y 村 干 可 干 … 干 如 之 1 时 
其 中 


= . 一 村 十 用 十 十) .。 
中 3 ok exP[ 1 一 (有 [十 圣 十 十 J dr, 


则 以 
J Kz1 2, “Te sd YY,) 
一 六 7 全 一 生 bn Le nt (> 0) 
€ £ [有 
为 核 的 积分 算 子 


JiO(z sT29 "°° 2 ) 一 区 | J (zi ?ZXZ29 °° 9 Ta oY sd2 °° 8) 


pl 3 sY) dyidy2°** dy 


称 为 * 维 磨 光 算 子 ,其 中 G 为 RR 中 某 区 域 ,p(x1,z:,…z,) 于 G 上 可 
积 . 

” 维 磨 光 算 子 的 理论 意义 及 其 应 用 ,主要 基于 下 述 定理 ， 

定理 1.3 设 yp(z,z2,… ,zx,) 于 R' 中 某 有 界 闭 区 域 G 上 连续 , 则 
JPD(ziyzz…， ze) 于 G 上 任意 次 连续 可 微 , 且 极限 式 


limJ ,plz 72 2》 一 pz 7 22 9) 


于 G 上 一 致 地 成 立 . 

证 明 结论 的 前 一 部 分 ,由 含 参 变量 的 重 积分 在 积分 号 下 的 
微 商 定理 即 可 得 证 . 为 了 证 明 结论 的 后 一 部 分 ,首先 将 函数 pCz, yz， 
…,) 连 续 有 界 地 延 拓 到 Re 上 ,使 之 成 为 在 六 上 连续 有 界 的 函数 ， 
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记 之 为 PT1 9 Ty Te) 由 于 9p(zi,z2 yi) 在 Rh 内 任 一 有 界 闭 区 
域 上 一 致 连续 ,再 根据 JA《zi9 Tao91 四 ) 的 定义 便 知 , 当 (ziyz:， 
5) EG 时 ,一 臻 地 有 


|J .plz, ST29 °°" Ls) 一 PL1 TF2 ,0 Le) | 


二 | 二: | ra 9 
一 p(x ss ) fj | (zi 9 se 491 | 
< ff: | | p(y 0) 一 Pp (Tis Le) | Jr Ye ) dy dy, 


max | Gs) — Bz) | fj: [sg 


一 maz|9 (一 一 0(z-0) 
其 中 +=[ (zi 一 纪 阁 古 下 十 (2 一 ?2,P 为 点 (zi,… 2,)。 

稍 加 上 比较 便 不 难看 出 ,n 维 磨 光 算 子 和 定理 1. 3 分 别 与 一 维 磨 
光 算 子 和 定理 1.1 类 似 . 此 外 ,nr 维 磨 光 算 子 的 作用 ,也 与 一 维 的 情 
形 相 类 似 . 因此 这 方面 的 例子 不 再 装 述 . 


3 1.7 和- 函数 的 数学 理论 简介 


前 面 曾 不 止 一 次 地 指出 ,借助 于 物理 直观 所 定义 的 函数 是 不 
能 按 古 典 意义 下 的 普通 函数 来 理解 的 . 为 了 能 够 确切 理解 和 运用 5- 
函数 ,就 必须 推广 普通 函数 的 定义 ,使 得 新 的 函数 概念 能 够 容纳 5 
函数 .于 是 ,我 们 面临 的 问题 是 ,应 当 遵 循 何 种 途径 来 推广 函数 的 定 


* 比如 , 设 
Pr1 TD) 当 ( 人 zzz) EC 时 
网 plri,z2,° ,1110) 
a = 8 » Cr 
和 《Cr | 和 PE 3 


当 (ziyzty… 7》 €E 2 时 
其 中 plz sz) 及 pz yoy ,各 ) 分 别 代表 点 Cz1,…,z) 与 域 0 的 距离 及 点 (zi， 
与 Cn, 扩 的 臣 商 . 


义 ,才能 达到 预期 的 目的 ? 这 正 是 本 节 要 向 读者 简单 介绍 的 5 函数 
的 数学 理论 . 鉴于 这 部 分 理论 全 面 深 入 的 论述 必 将 涉及 到 许多 专门 
而 又 较 深 的 数学 知识 ,从 而 使 得 在 理论 和 实际 工作 中 经 常 使 用 4- 函 
数 这 一 数学 工具 ,而 又 并 非 专门 从 事 数 学 工作 的 人 们 感到 困难 ,可 又 
不 能 使 读者 在 读 完 本 书后 ,对 5- 函数 还 是 觉得 那么 “高 奇 "和 困惑 不 
解 , 因 此 ,我 们 既 感 到 这 些 内 容 有 必要 加 以 介绍 ,又 只 能 扼要 地 把 论 
述 铺陈 到 * 解 惑 ” 的 程度 ,以 尽 可 能 少 涉及 那些 更 高 深 的 数学 理论 . 

我 们 曾 强 调 指出 ,4- 函 数 的 运算 性 质 , 即 对 任 一 于 (一 ,十 co) 
上 连续 的 函数 f(z) 便 有 


| f(z)6Cz)dz = f(0) (1-61) 


深刻 地 体现 了 5- 函数 的 本 质 属性 . 它 不 仅 反映 了 现实 的 量 的 重要 的 
物理 特性 一 一 单位 集中 量 的 密度 分 布 ,揭示 了 集中 分 布 与 连续 分 布 
的 物理 量 的 内 在 联系 ,而 且 , 还 为 5- 函数 提供 了 有 效 的 运算 手段 - 于 
是 ,为 了 使 得 推广 了 的 函数 定义 能 够 包括 5 函数 ,我 们 将 从 (1-61) 式 
入 手 , 来 引述 新 的 函数 概念 . 为 此 ,我 们 首先 介绍 一 些 有 关 泛 遂 的 基 
本 概念 ,这 对 于 理解 后 面 将 要 讲 到 的 广义 函数 的 概念 是 必 不 可 少 的 . 


1.7.1 有 关 泛 函 的 一 些 基本 概念 


定义 1.15 设 为 某 一 集合 ' ,o 为 全 体 实 数 或 全 体 复数 集合 ， 
车 满足 如 下 条 件 

1” 对 于 任意 二 元 素 z,yEB, 便 存在 唯一 元 素 zE 8 与 之 对 应 ， 
记 为 >=z 十 凡 并 称 为 = 与 y 的 和 , 且 此 加 法 运算 具有 如 下 性 质 ， 

(1) 当 z,ygEB 时 , 恒 有 7 二 y==y 十 zx; 

(2) 当 z,y,zEB 时 , 恒 有 z 十 (y 十 2) 二 (zx 十 y) 十 2z; 

(3) 存在 元 素 0EB, 使 得 当 zE8 时 ,全 有 xz 十 0 一 z; 

(4) ”对 于 任 一 元 素 zE 5, 恒 存在 元 素 一 z, 使 得 zx 十 (一 z)==0. 


* 所 谓 集合 , 乃 是 一 些 东 西 的 总 体 ,这 些 东 西 叫做 该 集合 的 元 素 . 若 z 为 集合 的 元 
这 , 则 记 为 zE 8; 若 z 不 是 中 的 元 素 , 则 记 为 z 蕊 中 


2” 对 于 任 一 数 Er 及 *EB, 都 人 有 一 个 确定 的 元 于 wmE 有 与 
之 对 应 , 记 为 w= 二 az, 并 称 之 为 数 a 与 元 察 z 的 乘积 , 且 此 科 法 运算 具 
有 如 下 性 质 ， 

(1) 当 a,fEoa,xE€8 时 ,但 有 a(pbr)= (af)z; 

(2) 当 >zE 情 时 ,1 。z 一 z; 

3” 加 法 运算 与 乘法 运算 之 间 有 如 下 性 质 ; 

(1) 当 a,pE0,zEBN, (at+p)r=art prs 

(2) 当 a€E oa,z,yE RNH,a(zty)=artay, 
则 称 5 为数 域 o 上 的 线性 空间 ,或 者 简称 为 线性 空间 ;也 称 为 
向 量 空间 ,有 中 的 元 素 为 向 量 . 特别 , 若 为 全 体 实 数 集 合 , 则 称 B 为 
实 线性 空间 ;车 " 为 全 体 复数 集合 , 则 称 有 为 复线 性 空间 . | 

上 述 抽象 的 线性 空间 的 定义 ,其 实 正 是 具有 明显 几何 直观 的 三 
维 向 量 空间 所 具有 的 本 质 特 征 的 数学 抽象 . 

在 三 维 向 量 空间 中 ,向 量 的 模 (长 度 ) 的 概念 ,起 着 重要 作用 . 类 
似 地 ,在 抽象 的 线性 空间 中 ,也 有 所 谓 模 ( 范 数 ) 的 概念 . 

定义 1.16 设 万 为 数 域 。 上 的 线性 空间 , 若 对 于 任 一 z€EB ; 恒 
存在 一 个 非 负 实数 与 之 对 应 , 记 为 | z ,并且 

(1) zl =0<—=>:=0; 

(2) 车 z€E8,a€E0o, 则 Daz =|al Dz， 

(3) 若 z,yER, 则 zy 有 志 有 xz 有 十 yj. 
则 称 刀 为 线性 赋 范 空间 ,或 简称 为 赋 范 空间 ,并 称 人 zi 为 下 中 的 元 
素 = 的 范 数 , 也 称 { zl 为 中 中 的 元 素 z 的 模 . 引进 模 的 线性 空间 也 
称 为 线性 有 模 空 间 ， 

例 1.26 设 有 8 为 全 体 实数 构成 的 集合 ,车 对 于 任 一 zE AR, 定义 
其 范 数 为 其 绝对 值 |z| , 则 有 就 成 为 一 个 线性 赋 范 空间 . 

例 1.27 所 谓 n 维 欧 氏 空间 ' 力 是 由 任意 4 个 有 序 实数 所 构成 
的 一 切 数组 关 二 (sz 9… 0) 为 元 素 的 空间 Re". 显而易见 ,六 为 实 线 
性 空间 . 若 对 于 任 一 太一 (zyzzy ;1) 包 RFR ,规定 


1x D2 


则 2 便 是 线性 赋 范 空间 . 

例 1.28 记 Ct 为 定义 于 [a, 嫂 上 的 全 体 连续 函数 集合 ,并 且 
按 通 常 意义 来 定义 Ct 中 元 素 的 却 法 运算 以 及 数 与 其 元 素 的 乘法 
运算 . 车 对 任 一 f(z) 和 所 Con 定义 

上 fr) | = max17(z)| 

则 Crs 即 为 线性 赋 范 空间 ， 

极限 运算 是 分 析 学 中 最 基本 .最 重要 的 运算 ,而 极限 运算 则 依赖 
于 距离 概念 . 在 线性 空间 中 ,也 常常 需要 引进 极限 运算 ,因此 也 需要 
以 某 种 方式 引进 距离 概念 . 其 实 , 在 线性 空间 中 引进 了 模 的 概念 ,也 
-就 等 价 于 引进 了 距离 的 概念 . 为 了 能 够 了 解 距 离 概念 的 本 质 , 我 们 先 
介绍 一 下 以 距离 概念 为 基础 的 度量 空间 的 概念 . 

定义 1.17 设 X 是 由 某 些 元 素 所 构成 的 集合 , 若 对 于 任何 =,? 
EX, 恰 有 一 个 非 负 实数 与 之 对 应 , 记 之 为 p(z, 包 ,并且 它 满足 如 下 
条 件 : 

(1) pi) =0——>7=y 

(2) plz,)=p(y,7) 

(3) pz) 十 PC 之 DCzyz) 
则 称 X 为 度量 空间 或 距离 空间 , 称 X 中 的 元 素 为 空间 的 点 , 称 
oz, 妨 为 = 与 两 点 之 间 的 距离 

显然 , 任 一 赋 范 空间 必 为 一 度量 空间 . 事实 上 ,对 该 赋 范 空间 中 
任意 二 元 素 z,y, 若 规定 p(x,9) 二 上 z 一 y, 则 易 见 此 赋 范 空间 为 度 
量 空间 . 于 是 ,对 线性 空间 赋 于 范 数 的 概念 ,就 等 价 于 给 出 了 距离 的 
定义 . 从 而 对 于 线性 赋 范 空间 就 可 以 引进 极限 运算 . 

定义 1.18 设 {z,} 为 线性 赋 范 空间 中 某 点 列 , 若 存在 sEB， 
使 得 


pzya) 一 1z 一 4 一 0 (az -> oo) 
则 称 点 列 {z,) 当 4 一 co 时 以 点 4 为 极限 ,也 称 {z.) 收 敛 于 6, 记 为 
limz, = a 


例 1.29 按 例 1. 28 中 于 Ct.w 内 的 范 数 的 定义 易 见 , 若 设 f(z) 


ECtnn=1,2,."), f(r)E CIN NN 
flz)— fa)N 一 0 (一 oo) 
的 充 要 条 件 为 也 (z) 于 [ae, 执 上 一 致 收敛 于 f(x). 
下 面 介 绍 沁 阔 及 其 连续 性 和 线性 泛 函 的 概念 . 
定义 1.19 设 8 为 线性 赋 范 空间 , 则 称 定义 于 上 的 数值 函数 
f(z) 为 赋 范 空间 上 的 泛 函 ,或 简称 为 泛 函 . 
定义 1.20 设 有 为 数 域 。 上 的 线性 赋 范 空间 ,f(z) 为 上 的 泛 
函 , 若 对 于 任意 x,yE8,a,pEa, 便 有 
flaz 十 By) = aflz) 十 BFOY) 
则 称 f(s) 是 上 的 线性 泛 函 . 
定义 1.21 设 f(z) 为 线性 赋 范 空间 上 的 泛 函 , 若 任 给 *>0， 
便 存 在 4>0, 使 得 当 Zi,Xz€ 晴 时 ,只 要 上 | zi 一 zz 有 < 过 6, 便 有 
[yz — f(s)| < 
则 称 泛 沙 f(z) 于 上 连续 . 
下 面 举 两 个 有 关连 续 线性 沁 函 的 具体 例子 . 
例 1.30 设 Ciw 为 例 1.28 中 所 述 的 线性 赋 范 空间 . 则 对 于 任 
一 <(DE Gir, 由 于 《在 [a,6] 上 连续 ,所 以 积分 |“zC04 存 在 . 从 
而 ,容易 证 明 
F(x) =| :a 


是 空间 Ci 上 的 线性 泛 函 ,并 且 对 于 任 给 :>0, 取 6=, 当 z1(2)， 
z(t) EC 有 Dz) <6 时 , 
F(x) 一 F(z))) = 站 co 一 50 和 人 ao — z(t) | 
= maxlz(D aDIG ~ = |) oad Ga)<e 
于 是 , 泛 函 F(x) 于 C1, 上 连续 . 


例 1.31 设 zo() 是 [a,5J 上 某 已 知 的 连续 函数 , 则 对 于 任 一 z(0 
和 Cr， 


了 (z) -| (0)zo (td 


显然 是 空间 Cn 上 的 线性 泛 函 . 事实 上 ,首先 由 f(z) 的 定义 及 例 
1. 28 可 知 ,f(z) 是 定义 于 Cr 上 的 泛 函 3 其 次 ,对 任意 2 (0 ,zx2 (2) E 
Cr 以 及 数 域 o 上 的 任意 二 数 06,5, 便 有 


flazi + pz:) = | [ea 十 fziCt) JzolO a 


一 G | ‘wi (zo Odd+ 有 | > (Dxo Oa 


=af(z) 十 Bf(zz) 
因此 , 泛 函 f(z) 是 线性 的 . 此 外 ,我 们 还 可 以 证 明 泛 函 f(z) 是 连续 
的 . 事实 上 ,车 于 [a,2] 上 ,z(t) 寺 0, 则 结论 显然 成 立 ; 若 于 [a,5] 上 ， 
zokt) 半 0, 则 由 zolt) 于 [a,5] 上 连续 可 知 


， =| ‘Ja Is0 
于 是 对 任 给 s>>0, 取 4 一 二 , 当 za(D,a(OEcua 且 1 za(0 一 zz(0 1 
<6 时 ， 
1f(a) — flzD1 = 站 ce 一 = 0]eCod| 


<| |zz( 一 zzoCo | 


妇 max |z:(t) 一 | [zo 0) qa 


全 Ta. 
= | z(t) — x(t) 中 -me ld <5vr 一 8 

这 表明 泛 函 f(z) 于 Cl 上 连续 ， | 

1.7.2 4- 函数 与 广义 函数 的 定义 

有 了 上 面 所 介绍 的 那些 关于 泛 函 的 基本 概念 作为 基础 ,就 可 以 
转 入 广义 函数 的 讨论 了 . 所谓 广义 函数 , 简 言 之 ,就 是 定义 于 某 一 函 
数 空间 "5 上 的 连续 线性 泛 函 .下面 我 们 从 例 1. 31 出 发 , 略 作 一 些 有 
益 的 引伸 ,以 便于 展开 对 所 论 问题 的 阐述 . 


* 这 里 所 谓 的 函数 空间 ,是 某 些 函数 的 集合 ,并 且 此 集合 构成 线性 赋 范 空间 . 
一 66 一 


例 1.31 表明 ,由 定义 于 [a,5] 上 的 连续 函数 zo() 可 以 确定 连续 
函数 空间 Ct 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 ; 


f(z) = 上 ‘2(0 zo Dd (1-62) 


而 且 ,; 当 40( 引 ,xz4《E Cn, 内 要 zoll) 异 于 zx10)， 则 它们 必 不 会 确定 
同一 个 泛 函 . 亦 踊 ,车 对 任 一 z(t) ECr.y, 伍 有 


| zr()zo(Ddt =[ z(t)z (dt 


则 当 t€ [a, 妇 时 ,x0 三 zi(0). 事实 上 ,假若 不 然 , 设 66E [a, 丰 ,使 
zto) 和 天 zi(t)， 则 由 z0lt) ,zi(W) 于 [a, 恕 上 连续 ,可 知 必 存 在 含 于 [a 
内 的 开 区 间 4, 便 得 
z0(t) rit) 当 上 E 4 时 
不 妨 设 
rot) ~— z(t})>0 当 tE 4 时 
今 取 =(O)ECrn 使 得 当 !E4 时 ,5(0)>0; 当 1EE4 时 ,z(O)=0. 于 是 
| (2) [zolt) 一 zy Ct) te =| : (0 [zolt) 一 也 (D>0 


从 而 引出 矛盾 . 这 表明 ,定义 于 [a,5] 上 的 连续 函数 me(b) 与 由 (1-62) 
式 所 确定 的 定义 于 Cl 上 的 连续 线性 泛 函 是 一 一 对 应 的 . 可 是 ,一 
个 定义 于 Claw 上 的 泛 函 , 却 未 必 能 与 一 个 定义 于 [a,8] 上 的 连续 函数 
相对 应 ,也 未 必 能 与 一 个 其 它 普 通 函 数 相对 应 . 比如 , 设 me [4,5 
并 且 对 于 GC. 中 任 一 函数 7( 引 ,定义 

f(z) = x(to) 
在 量子 力学 中 常 记 之 为 


zx) 一 | x(0)6¢ — to)d (1-63) 


其 中 5(t 一 4) 就 不 是 普通 函数 . 为 了 弄 清 楚 这 一 点 ,我 们 采用 如 下 与 
之 相 类 似 的 另 一 种 提 法 “. 


* 直接 就 (1-63) 式 也 完全 可 以 说 明 6(( 一 4) 是 4 函数 这 里 之 所 以 通过 (1- -64) 式 来 说 
明 它 ,不 过 是 是 及 到 6- 函数 原来 的 定义 而 已 . 


设 由 定义 于 (一 ce, 十 ceo) 上 的 全 体 连 续 函 数 所 构成 的 函数 空间 
为 及 对 任 一 f(t) EF, 定 义 了 上 的 泛 函 为 %[ 上 f0)]=f(0), 记 为 


f(0) 一 | (dO (1-64) 


则 不 难看 出 ,这 里 的 函数 6(0 其 实 就 是 5 函数 . 事实 上 , 按 上 述 记 法 ， 
如 果 取 f() 二 1, 则 得 


| sou= 1 (1-65) 


此 外 ,在 $1.2 中 ,我 们 已 经 严格 地 证 明了 (1-64) 式 中 的 6(9 可 表示 
为 某 些 含 参 数 的 普通 函数 族 的 弱 极 限 , 并 且 这 些 函 数 族 都 具有 这 样 
的 性 质 一 一 随 着 其 参数 沿 着 某 种 确定 的 趋势 变化 , 依 束 于 该 参数 的 
函数 ,在 别处 恒 为 零 , 而 包含 :一 0 的 使 之 不 为 零 的 区 间 的 长 度 随 之 
趋 于 零 . 于 是 ,在 弱 意 义 下 
dt)=0 当 上 天 0 时 (1-66) 

由 (1-65) 和 (1-66) 式 可 见 , 此 5(O 正 是 原来 借助 于 物理 直观 引进 的 
由 定义 1. 3 所 定义 的 5 函数 . 

如 上 所 述 ,定义 于 [e, 妇 上 的 连续 函数 m (6 ,与 由 它 确定 的 定义 
于 空间 Cl 上 的 连续 线性 证 衣 


f(z) =| ro(l)r(t) dt r(t) € Cte] 


是 一 一 对 应 的 . 于 是 ,我 们 就 把 意义 本 来 不 同 的 re(t) 与 f(x) 视 为 代 
表 同 一 对 象 的 两 个 不 同 的 符号 . 不 言 而 喻 ,对 于 一 般 的 函数 空间 上 的 
泛 函 ,自然 也 可 以 持 类 似 的 看 法 . 前 面 已 经 说 过 ,一般 由 普通 函数 所 
构成 的 函数 空间 @ 上 的 连续 线性 泛 函 ,未 必 对 应 普通 函数 . 既然 与 
普通 函数 对 应 的 连续 线性 泛 函 ,可 以 视 为 普通 函数 的 “替身 ”那么 这 
类 函数 空间 @ 上 的 连续 线性 泛 函 (作为 “替身 ”) 就 茎 包括 了 构成 普 
通 函 数 空间 的 普通 函数 ,又 包括 了 非 普 通 的 “函数 ”. 这 正 是 下 面 我 们 
把 这 类 函数 空间 四 上 的 连续 线性 泛 函 称 为 广义 函数 的 缘由 . 

广义 函数 的 定义 ,显然 与 函数 空间 6 有 关 , 例如 ,车 @ 是 平方 可 
积 的 函数 的 全 体 ( 即 空间) , 则 此 时 目 中 的 连续 线性 泛 函 与 此 函数 
空间 @ 中 的 函数 一 一 对 应 . 于 是 ,6 上 的 广义 函数 正 是 平方 可 积 函 数 


的 全 体 . 换 句 话说 ,此 时 所 谓 的 广义 函数 其 实 并 没有 什么 推广 ,还 者 
是 普通 的 函数 . 车 5 是 连续 函数 的 全 体 , 则 此 时 5 上 的 广义 函数 , 确 
实 是 @ 中 普通 函数 的 推广 . 事实 上 ,这 时 B 上 的 广义 函数 是 与 某 司 
蒂 阶 (Stiettjes) 积 分 一 一 对 应 . 不 难 证 明 ,函数 空间 $ 越 罕 , 定 义 于 儿 
上 的 连续 线性 泛 函 ( 即 广义 函数 ) 也 就 越 多 . 

为 了 使 所 得 到 的 (包括 4- 函 数 在 内 的 ) 广 义 了 通 数 ,具有 更 好 的 运 
算 性 质 , 比如 具有 任意 次 可 微 性 等 ,我 们 常常 对 函数 空间 利加 上 某 
些 限 制 . 为 此 ,我 们 取 0 为 所 有 于 (一 ,十 co) 上 任意 次 可 微 ,还 各 
自在 某 个 有 界 区 间 "之 外 恒 为 零 的 函数 所 组 成 的 空间 ,并 且 称 之 为 
基本 空间 kK. 基本 空间 kK 中 的 函数 称 为 基本 沙 数 ， 

显而易见 ,基本 空间 是 一 无 穷 集合 . 例如 ,对 于 任意 给 定 的 正 
数 a,5; 函 数 
ee 当 |z| < 时 

0 当 |z| 之 a 时 
及 其 经 过 平移 或 有 限 次 线性 组 合 所 得 到 的 函数 ,都 是 空间 K 中 的 函 
数 . ， 


gl(z,4,0) = 1 


定义 1.22 设 p(z)EK(n=1,2,…), 且 所 有 gp.(z) 都 在 同一 有 
界 闭 区 间 工 之 外 恒 为 等. 记 上 gs"*(z) 中 :一 max 19s"《z)1, 若 
lim | g(x) li:=0 (m = 0,1,2,.…) 


亦 即 对 任 一 非 负 整数 m, 函 数 序列 {9f" (z)) 皆 于 到 上 一 致 收 钱 于 零 ， 
则 称 中 的 函数 序列 (gp.(z)}) 收 傅 于 零 , 记 之 为 
mm(z) — 0(K) 
定义 1. 23 基本 空间 K 上 的 连续 线性 泛 函 称 为 二 上 的 广义 函 
数 , 换言之 ,所 谓 了 是 空间 有 上 的 广义 函数 , 即 对 任 一 gE K, 都 恰 有 
一 个 实数 ”与 之 对 应 , 记 之 为 | 
f(9) = (fF,9) 


* 本 节 仅 就 广义 通 数 为 一 维 .5- 函 数 的 情形 进行 论述 . 若 涉 及 高 维 情形 , 鼻 然 应 将 此 处 
的 区 间 改 为 相应 的 高 维 区 域 , 
s*# 此 处 若 为 复数 , 则 后 面 的 (1-67) 式 右 端的 f(z) 应 改 为 其 复 共 绒 FO75. 
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且 fy) 具有 如 下 性 质 : 
二 线性 性 ;对 任何 p,$EK 以 及 任 亏 二 数 a,p* , 便 有 
flag 十 py) = af (yp) 十 FT 
2” 连续 性 : 当 多 一 0(K) 时 ,全 有 了 (we) 一 0. 
需要 指出 的 是 , 若 天 上 的 广义 函数 一 一 对 应 于 在 (一 cc, 十 co) 
上 有 定义 , 且 于 任 一 闭 区 间 上 可 积 的 函数 , 记 之 为 f(2), 即 这 里 的 广 
义 函 数 就 可 以 视 为 f(z), 则 记 


中 5 
(f,9) = fz)p(r)dr (1-67) 


我 们 常 称 基 本 空间 K 上 的 广义 函数 的 全 体 所 构成 的 集合 为 空 
间 K 的 对 侦 空 间 , 记 为 K'. 

从 定义 1.23 及 (1-67) 式 可 知 ,在 (一 oo, 十 co) 上 有 定义 , 且 于 任 
一 闭 区 间 上 可 积 的 函数 f(z)E 大 

定义 1. 24 若 对 任 一 PE 大 ,定义 大 上 的 泛 函 为 

dp) = VC0) 

则 4(o) 显 然 为 空间 K 上 的 广义 函数 . 我 们 称 此 广义 函数 为 4 函数， 
并 记 之 为 


十 oo 
6(p) = (6,9) =| 一 6(z)g(zydz 


此 广义 函数 5(g) 通 常 就 记 为 6(z), 仿 (1-64)、(1-65)、(1- 66) 式 所 述 
可 以 证 明 , 它 正 是 前 面 所 讨论 过 的 6- 函数 . 

1. 7.3 广义 函数 的 基本 运算 

设 f,9 为 在 (一 co ,十 co) 上 有 定义 , 且 于 任 一 闭 区 间 上 可 积 的 普 
通 函 数 . 由 (1-67) 式 可 知 , 对 任 一 2EK 天 , 便 有 


(f + 9,9) =| 一 [7G) 十 g(z)]w(z)dz 


* 设 基本 空间 K 是 数 域 " 上 的 线性 空间 . 于 是 若 " 为 实数 域 , 则 oa,8 只 取 实 数 ; 若 o . 
为 复数 域 , 则 a,8 可 以 为 复数 . 
*e 受 (1-67) 式 的 启示 ,为 表达 一 致 起 见 , 才 采 用 此 记号 . 
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十 om 十 oo 
= 全 -row + 站 ep 人 om 


=(f,9) 十 (g,9) 国 

将 这 种 普通 函数 加 法 的 运算 加 以 推广 , 则 有 如 下 定义 ， 

定义 1.25 设 f,g€K'. 对 任 一 gEK, 定 义 f+g 为 

(f+ gs9) = (f,9) 十 9，9) 

并 称 之 为 了 与 9 的 和 . 

容易 证 明 , 若 f,gE K', 则 了 二 gE kK', 换 讶 之 , 当 7 与， 省 为 KL 上 
的 连续 线性 泛 函 时 ,f 十 9g 也 为 站 上 的 连续 线性 沁 函 . 

设 7 为 在 (一 ,十 cc) 上 有 定义 , 且 于 任 一 闵 区 间 上 可 积 的 普通 
函数 ,a 为 实数 ,由 (1-67) 式 可 知 ,对 任 一 各 大, 伍 有 


(af ,9) =| f(r) plz)dz 一 4G | fa) pr)dz = a(f,9) 


-| yr) aps) dz = (f,agp) 


将 这 种 数 与 普通 函数 的 乘法 运算 加 以 推广 , 则 有 如 下 定义 ， 
定义 1.26 设 “* 为 实数 ,fE 太 对 任 一 9 人 天 ,定义 of 为 
(af ,9) = (fup)” = a(f,y) 
并 称 之 为 a 与 了 的 乘积 . 
容易 证 明 , 对 任意 实数 a, 若 了 EK', 则 af€ KK'. 
设 f 为 在 (一 co, 十 oo) 上 有 定义 ,县 于 任 一 亲 区 问 填 可 积 的 普通 
函数 ,hE KK, 则 对 任 一 gEK, 恒 有 


(hf,) =| hz)f lr) pr) dr -| - Fz) [hz) pr) dz 


=(f,hp) 
将 这 种 普通 函数 与 《 中 函数 的 乘积 运算 推广 之 , 便 得 到 如 下 定义 ， | 
定义 1.27 设 hEK. 对 任意 ygEK,fEK' :定义 好 为 
(hf ,op) 二 (下 


* 当 a 为 复数 时 ,此 处 应 为 (f,ap). 
** 当 &z) 为 复 值 西数 时 ,此 处 应 是 (Ff ,hp). 


并 称 之 为 4 与 f 的 邮 积 . 

容易 证 明 , 着 hEK,fEK', 则 hfEK'. 事实 上 ,Af 的 线性 性 是 显 
然 的 :至 于 连续 性 , 则 利用 普通 函数 的 高 阶 微 商 的 莱 布 尼 兹 
Con 公式 


Stn = Do hz) 


便 不 难得 到 证 明 . 

顺便 指出 ,一般 不 宜 给 出 K' 上 的 两 个 广义 函数 的 宋 秘 定义 . 

下 面 我 们 引进 广义 防 数 的 极限 概念 . 

定义 1.28 设 f 有 EK'(n==1,2,…). 若 对 于 任何 wmEk, 数 列 
{Cf, 9) } 便 收敛 ; 记 其 极限 为 f(g), 婴 

. lim (f,, 9) = f(yp) = (f,9) (py € Kk) 
则 称 广义 函数 座 列 {天 }) 收 敛 于 了 ,或 称 广义 函数 序列 {f,} 的 极限 为 了， 
记 为 
ff (n—> 00) 

关于 定义 1. 28, 我 们 作 如 下 几 点 说 明 ， 

1" 这 里 所 定义 的 广义 函数 序列 的 收敛 性 概念 , 正 是 泛 函 分 析 
中 所 谓 的 “ 弱 收 全 ”概念 . 因此 ,我 们 也 把 广义 函数 序列 {f,} 收 敛 于 了 
称 为 {f.} 弱 收敛 于 了 ,或 称 {f.) 的 弱 极 限 为 了, 并 记 之 为 

pmf = 了 
或 者 
可 
了 之 了 了 

2” 若 广义 函数 序列 { 志 } 弱 收敛 于 f, 则 不 难 证 明了 是 天 上 的 连 
续 线 性 证 函 . 换言之 ,& 上 收敛 的 广义 函数 序列 的 极限 仍 是 k 上 的 
广义 函数 . 

3” 若 {f,) 为 K' 中 依赖 于 参数 wkE4 的 广义 函数 族 , 则 根据 在 高 
等 数学 中 所 熟知 的 海 涅 (Heine) 定 理 易 见 , 当 参 数 “在 4 中 按 某 种 趋 
势 变化 比如 www 时 , {Ff} 的 极限 定义 显然 可 以 归结 为 定义 1. 27. 从 
而 可 以 这 样 定义 其 极限 : 设 f,€ K'(nE€ 4). 若 对 任 一 EK, lim (也 


9) 恒 存在 , 记 其 极限 为 f(w), 即 
lim (f,, 9) = f(9) = (f,9) (Pp EK) 


则 称 当 p> 时 {( 记 } 弱 收敛 于 了 或 称 当 wm 时 {f,) 的 弱 极 限 为 f， 
记 为 
[J 
limf, = 
或 者 
看 
六 之 了 
概括 地 说 ,广义 函数 理论 是 在 于 推广 古典 的 微 积分 运算 . 


着 于 (一 co, 十 co) 上 有 定义 的 函数 f(x) 为 普通 的 8 次 连续 可 微 
函数 , 则 对 于 w(z)E 大 ,由 分 部 积分 公式 ， 


Fm 十 oo“ 一 on 
(f(z),p(7)) -| f(r)o(z)dr = f(r)9(z) | -| | f(x)y (z)dz 


一 一 (f(z),y (2)) 


依 此 类 推 , 则 得 
(f(r),p(7)) = (— 1)°(f(7), 9" (7)) (m = 1,2,°. ,4) 
将 上 述 结 论 推广 到 广义 函数 上 , 便 得 到 关于 广义 函数 的 微 商 概 


诊 


定义 1.29 设 f(9) 为 基本 空间 天 上 的 广义 函数 , 即 
f(g9) = (f,9) (yg ERK) 
定义 f" 为 
(f(z) ,p27)) = (— I) f(z) ,9 (7)) (m = 1,2,..) 
并 称 之 为 广义 函数 了 的 m 次 微 商 (或 广义 微 商 ). 
容易 证 明 ,K 上 的 广义 函数 的 任意 阶 导 数 仍 是 KK 上 的 广义 函 


* 由 基本 空间 K 的 定义 可 知 , 当 p(x) EK 时， 
9 ( 士 co) 一 0 (~ 0,1,2,.) 
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数 . 换言之 , 若 了 EK', 则 YE KK' (mm 一 42). 

例 1.32 设 sa.(z),J(z) ,加 Cz,6) ,Pr(z) ,pr(z) 依 次 为 $1.2 的 
例 1.3 至 例 1.7 所 列举 的 函数 . 则 按照 其 各 自 所 在 例 中 已 经 严格 证 
明了 的 结果 ,并 根据 定义 1. 23 与 定义 1. 24, 便 知 , 当 pEK 时 ,有 


lim (GDvg(a)) = 加 | s(n)p)ds = 0) = (Ca 人 Ga) 


-0 0 


lim (J,() ,9(z)) = lim | (a)9(2)ds = 9(0) = (6(2) ,9(2)) 
er 


eo 


十 oo 
lim (Gz,6) ,9(2)) = lim | Bl,6)9(z)dr = ge) 
a07 t+ 一 虽 


一 (bz 一“ 上) 903)) 


im 《Wap(a)) = im | pp = p00) = (8(2 ,p02)) 
Pr 0 | 


to ， 
sim (ps9) ,p60)) = lim | pr (pl) = (0) = (itz)vp(z) 


上 面 所 列 出 的 各 普通 函数 ,显然 可 视 为 广义 函数 . 于 是 ,由 上 述 
结论 及 广义 应 数 弱 收敛 的 定义 ,可 知 
lim S,(z) 二 d(z) 
|] 四 
lim J.(z)= 6(Cz) 
《有 
lim (ze) 一 dz 一 上 ) 


0 


竟 
lim (7)= 6(z) 


lim gy(z)= 6(z) 
这 正 是 可 以 把 属于 广义 函数 的 纪 函 数 , 看 作 普 通 函 数 的 弱 极 限 的 理 
论 根据 . 
例 1.33 证 明 交 维 赛 (Heaviside) 单 位 函数 
Hz) = 0 当 *<0 时 
1 当 * 之 0 时 
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作为 广义 函数 其 导数 为 . 
H' (Cz) = 6(7) 
证 明 将 普通 函数 及 (z) 视 为 广义 函数 ， 得 按 广 义 函 数 的 导数 定 
义 便 知 ,对 任 一 pw€EK， 


CH (Ds965)) 一 一 HD (0) 一 一 | HY (a 


=--| (x)dz = 9(0) — yg(+ 00) = g(0) 


=(6(z),p(z)) 
于 是 , 按 广义 函数 的 定义 便 得 
万 '(z) = 4d(z) 

例 1. 33 所 指出 的 事实 , 正 是 8 .4 所 讨论 的 间断 函数 的 导数 的 
基础 , 现 已 借助 于 广义 函数 的 理论 给 出 了 严格 的 证 明 . 于 是 ， $1.4 
中 关于 间断 函数 的 导数 的 所 有 结论 ,都 可 以 据 此 得 到 严格 的 论证 . 

此 外 ,基于 本 节 关 于 广义 函数 及 其 导数 以 及 函数 的 定义 与 广 
义 函 数 的 运算 性 质 ,可 以 给 出 在 $1.5 中 所 述 的 5- 函数 的 性 质 及 其 
推论 的 严格 证 明 . 下 面 仅 举 几 例 ,以 示 说 明 . 

例 1.34 根据 广义 函数 的 导数 定义 以 及 6- 函数 的 定义 上 24 可 
知 , 对 任 一 pEK, 恒 有 

(6 (z) ,2(z)) = (— 106(z) om(z)) = (~ 1)'g9™ 0) 
(人 一 1,2,…) 
类 伏地 ,对 任 一 wE 天 人 恒 有 
(6 (z 一 多 ,9(z)) 一 (一 1 一 人，oe(z)) = (一 1)9® (6) 
(n= 1,2,...) 
这 便 是 $1.5 中 性 质 1. 3 的 确切 含意 及 其 严格 证 明 ， 

例 1.35 根据 定义 1. 29 以 及 定义 1.24 至 定义 1.27, 并 由 例 
1. 34 可 知 ,车 go EK, 则 对 任 一 gEEK, 值 有 
(Polz)6 zx) ,go(z)) = 07), por) pr)) 一 一 (6(2), (polz)p (x)') 

二 一 po (0) p90) 一 go 0)g 0) 
=gp(OF— (0)] 一 wo(0)p(C0》 
= po(0) (6 (Cz), pz)) — gol0) 67) ,pz)) 


一 (oo(0)d (z) 一 wo(0)6(z)， px)) 

于 是 ， 由 定义 1. 23 
port) (z) = ol0)F (z) 一 9 (0)44z) 
类 似 地 ,可 以 证 明 
oT) (rz — £) = gol) zr o£) — yole) bz 一) 
这 便 是 8 1. 5 中 性 质 1. 6 的 确切 含意 及 其 严格 证 明 . 
例 1.36 仿 例 1.35 可 以 严格 证 明 $ 1. 5 中 的 性 质 1. 8. 此 性 质 

确切 地 应 该 陈述 为 ， 着 g(r)EK， 则 


Wo(z)bo(z 一 5 = 3 (一 1)'Cigp (8)6" P(r — &) (1-68) 
2=0 


根据 定义 1. 29 以 及 定义 1. 24 至 定义 1.27, 再 由 普通 函数 乘积 的 芋 


布 尼 兹 (Leibnitz) 微 商 公 式 及 例 1. 34 可 知 , 对 任 一 pEK， 
(wo(z)6o(z 一 上 9()) = (GV — Eolr) 97)) 
=(— 1)(6(z — £2), Cpr)9o (7))™) 


=(— 11) [g(r) 67) | = (— 1) Co 名 (e)90-5(6) 
i=0 . 
=(— 1) 2) Cp (6) (— 1)° :6H(z — 6) ,9(2)) 


={ > (一 Doigt (eon Cz — 6) ,p02)) 
上 一 0 


于 是 ,再 按 广义 函数 的 定义 便 知 (1-68) 式 成 立 ， 

下 面 ,我 们 避 开 例 1. 33 所 指出 的 结论 ,从 另 一 角度 ,根据 广义 函 
数理 论 , 对 间断 函数 的 求 导 问 题 作 进一步 的 讨论 . 

例 1.37 设 zm 一 0, 士 1, 土 2,…) 为 实数 轴 上 依 序 排 列 的 一 列 
弧 立 点 ， 且 . lim zx。 一 土 co， 假定 f(z) 于 开 区 间 (z。，,z。)(m 一 0, 士 1， 
士 2,… .) 内 任意 次 可 微 ， 且 fo (z)C 一 0,1, 2 …) 尼 以 m (mm 一 0, 士 1， 
土 2,…) 为 第 一 类 间断 点 ， 四 lim f(z) 与 lim f(z) 都 存在 将 f(z) 


( 即 fo (z)) 与 fo (2z) (r=1,2,…) 所 对 应 的 天 上 的 广义 函数 分 别 记 
为 [fj 与 [f"*], 并 记 [f] 人 "为 广义 函数 [fj 的 x 阶 微 商 . 设 Je 为 f(z) 
于 zaCm 二 0, 土 1, 土 2,…) 处 的 跃 度 , 即 


to 


= f(t 0 — fz — 0) 
则 
[fF)® = [fo] 十 b> 2 JHeD (zr — 7x) (1-69) 

特别 ， 
[fy = [FJ]+ 5 .0s — 2.) (1-70) 
由 此 可 见 , 具 有 第 一 类 间断 点 的 函数 的 广义 微 商 由 两 部 分 挝 如 而 成 
第 一 部 分 体现 所 论 函 数 的 普通 微 商 ,而 第 二 部 分 则 正 反映 所 论 函 数 
的 间断 特性 ,其 数学 表现 为 4 函数 或 其 徽 商 的 线性 组 合 . 

我 们 先 证 明 (1-70) 式 . 根据 定义 1. 29 及 普通 函数 的 分 部 积分 公 
式 , 对 任 一 9E 大 ,有 


([ 站 2) 一 一 〈[ 门 ,mw ) =-| 9 (zdz 
一 一 > | 7 f(z) 9 (z)dz 


=— 多 {fz — Oplzes) -fn + Orz)) 


Mm -eg 


+ A 


=- 了 am 十 0)g(zs) 一 之 Jr 一 0)9o(zasi) 


+ f' (pn)dz (1-71) 
令 由 十 1 一 人 , 则 
> fx -Del 一》 fa ~ Ops) (1.72) 


mm 二 一 om 


再 将 (1-72) 式 右 端的 上 记 为 mm 并 代入 (171) 式 ,并 根据 定义 1. 24 至 
定义 1. 27 便 得 


([f1' ,9) = 三 flzn 十 0)g(ze) 一 > fz 一 0)9(za) 


出 一 一 co 


十 mo 
+| __F (z)p(z) dz 


十 ca 加 
一 > Jp(za) +| _7 (z)plz)dz 


关于 一 00 


+ 
= 2D) Ju(b(z — za) ,p27)) 十 ([P(z)],w(z)) 


国王 一 00 


一 ( 5 Ja6(z 一 za) 十 LF (z)],w(z)) 


于 是 ,由 定义 1. 23 便 知 (1-70) 式 成 立 . 至 于 (1-69) 式 , 则 由 (1-70) 式 
并 根据 数学 归纳 法 就 不 难得 证 . 

不 难看 出 , (1-70) 式 正 是 $1.5 中 的 性 质 1. 10 的 确切 陈述 . 于 
是 ,这 里 给 出 了 该 性 质 的 严格 证 明 . 

自从 本 世纪 30 年 代 , 索 波 列 夫 (Co6ones) 在 深入 研究 微分 方程 的 
某 些 问题 时 引入 广义 函数 的 方法 以 来 ,广义 函数 论 得 到 了 迅猛 的 发 
展 . 它 不 仅 在 数学 领域 内 ,而 且 在 物理 及 工程 技术 等 方面 都 有 着 广泛 
的 应 用 . 而 早 在 本 世纪 20 年 代 由 狄 拉克 (Dirac) 所 引进 的 4- 函 数 , 则 
不 仅 是 广义 函数 的 典型 范例 ,而 且 促进 了 广义 应 数论 的 发 展 ,同时 ， 
广义 沙 数 论 也 为 5 函数 葛 定 了 严格 的 数学 基础 . 

这 里 ,我 们 只 是 为 了 简单 介绍 5 函数 的 数学 理论 才 不 得 不 涉及 
广义 函数 论 中 一 些 必要 的 知识 . 至 于 这 方面 其 它 更 深入 的 内 容 , 则 不 
再 袭 述 . 


~ 


第 二 章 ” 杜 哈 美 (Duhamal) 原理 


初 看 本 章 , 似乎 觉得 与 $ 沙 数 关 系 不 大 . 然而 , 经 过 我 们 逐步 
深入 的 讨论 , 读者 则 不 难看 到 , 正 是 由 于 5- 函数 的 鲜明 的 物理 背景 
和 重要 的 运算 性 质 , 才 在 迭 加 原理 的 基础 之 上 建立 起 杜 哈 美原 理 ， 
我 们 在 这 章 里 ,也 正 是 想 通过 论述 杜 哈 美 原理 ， 指 出 5 函数 的 重要 
作用 、 


32.] 和 人 迭 加 原理 


在 物理 学 中 , 有 许多 物理 量具 有 如 下 共同 的 物理 属性 , 若干 个 
物理 量 同时 存在 所 产生 的 总 体 效 应 ， 与 其 单独 存在 时 各 自 产生 的 分 
效应 的 先 加 等 效 . 例如 , 若干 个 点 电荷 同时 存在 时 所 产生 的 电位 ， 
就 等 效 于 其 中 每 个 点 电荷 单独 存在 时 各 自 所 产生 的 电位 的 迭 加 . 这 
正 是 数学 上 的 迭 加 原理 的 物理 背景. 

选 加 原理 是 处 理 线性 向 题 不 可 缺少 的 重要 工具 , 同时 ,也 非常 
奏效 . 由 于 线性 问题 在 实际 问题 中 的 广泛 应 用 , 特别 是 对 某 些 非 线 
性 问题 , 也 可 以 利用 所 谓 线性 化 的 方法 , 将 其 转化 为 线性 问题 来 处 
理 , 因 此 , 迁 加 原理 无 论 是 在 理论 上 , 还 是 在 实际 应 用 中 ,都 具有 相 
当 重要 的 作用 . 尤其 是 在 线性 微分 方程 的 研究 中 , 和 迭 加 原理 对 许多 
基本 问题 的 研究 都 起 了 黄村 的 作用 . 

为 了 本 书后 面 的 应 用 , 这 里 仅 以 典型 的 数学 物理 方程 中 的 蓄 振 
动 方程 为 例 , 来 曾 述 选 加 原理 ， 

迁 加 原理 2.1 设 w(r, 站 以 =1,2,…,n) 是 方程 


9 一 时 于 ft) (GEEBLED) (2-1) 
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的 解 . 其 中 下 与 7 分别 为 变量 :与 1 的 变化 区 间 . 则 对 于 任意 «个 党 
数 CCR 二 1,2,.… 1)， u(x)l) 二 2 Cz,) 仍 为 方程 


= 2 十 2 Cofi(zD (rzE5 LE7) (2-2) 
的 解 . 
证 明 将 wz)D= 21Cunz, 昌 代入 (2-27， 并 注意 到 C, 是 常数 


及 wz,0 是 (2-1) 之 解 的 假设 条 件 ， 便 立即 得 证 . 
推论 2.1 设 u(z,t) (二 1,2,…,n) 是 方程 
Fu (x EB,lE7) 
og ~ gr? 7 . 
的 解 . 其 中 8 与 7 分别 为 变量 x 与 ;的 变化 区 间 . 则 对 于 任意 7 个 常 
数 CR 一 2， ,2) 而 言 ， U(r,t) 一 2 cuu(z,0 仍 是 该 方程 的 解 , 
迁 加 原理 2.2 设 u(zyl) (= 二 1,2,…) 是 方程 
Pu 2 Pu 
= + fi(zt) (zr E ELET) 
的 解 . 其 中 与 7 分 别 为 变量 x 与 i 的 变化 区 间 . 若 对 于 常数 Ce 一 


1,2,°*)， 级 数 2 Cou(z,0 与 2 cf(z,0 尼 于 域 G={(7,t) IE BR, t 
EN 上 收 合 , 并 且 级 数 乞 Con (zs 人) 对 z 与 t 蕴 可 逐 项 微 商 两 次 , 则 


ul(z,t) 一 之 7 Culz,t) 为 方程 


y 
这 = 十 DO) (EB LETD (2-3) 


的 解 ， 


证 明 根据 假设 条 件 ,只 须 将 uz, 人 ) = 2 Cuu(z, 扩 代入 (2-3) 
便 不 难得 证 . 
推论 2.2 设 尺 (z,2) (k= 二 1,2,.…) 是 方程 


FE (z EER,tET) 
的 解 . 其 中 与 1 分 别 是 变量 z 与 4 的 变化 区 条. 车 对 于 常数 CC 一 
1,2,…) ,级 数 Z Cunlz,0) 于 域 G 二 {(z,l)|zE 8, EET} 上 收 钙 , 且 对 


z 与 1 丝 可 逐 项 微 商 两 次 , 则 w(z,t) = 2 Cun(z,0) 仍 是 该 方程 的 解 
迭 加 原理 2.8 设 u(z,t,M)， 对 任何 ME HM 是 方程 
7 一 于 + f(r,t, mM) (z 扩 也 5E7) 


的 解 . 其 中 M= (Mi，M:、… ,是 含 "个 参数 的 参数 族 . 而 -2 为 
及 中 某 个 区 域 ; 与 7 分 别 是 变量 = 与 ! 的 变化 区 间 . 车 积分 


加] uCz, ty MD) 人 0242: (2-4) 
与 . 
:fest Mam, euran。 (2-5) 


对 任 一 (zx, 人 EG={(z,)1zE 8, 4E7T} 和 丝 存 在 , 并且 积 分 (2-4) 对 xz 与 
t 均 可 在 积分 号 下 微 商 两 次 ， 则 : 


ulz,t) = :ef vas tamams-anm, 


必 为 方程 


一 0 2 十 区 | flz,t, MdMidM2 dh (2-6) 


的 解 . 
证 明 将 积分 (2-4) 代 入 方程 (2-6)， 再 根据 假设 条 件 ， 便 立即 
得 证 . 
推论 2. 3 设 u(z,t,M) 对 任何 EA 都 是 方程 
= (zs ER,tET) 
的 解 . 其 中 MM 二 (Mi，M:，…，M,) 是 含 s 个 参数 的 参数 族 , 而 -好 为 
R" 中 某 个 区 域 ,与 1 分 别 为 变量 zx 与 1 的 变化 区 间 . 若 积 


分 人 .eeapaanaarcam 对 任 -ce EG={(z,0) |x€E BLET)} 
皆 存 在 , 且 对 z 与 4 皆 可 在 积分 号 下 微 商 两 次 ,， 则 
u(xz,t) 一 [fest a aman. 
仍 是 该 方程 的 解 . 
上 述 迭 加 原理 2. 1 至 2.3 及 其 相应 的 推论 , 分 别 表述 了 有 限 形 


式 、 级 数 形式 和 积分 形式 的 迭 加 原理 ， 它们 之 癌 明显 的 差别 和 深刻 的 
联系 , 读者 赂 加 思索 便 不 难 领悟 . 


.$2.2 一 些 简 例 的 启示 


在 引述 Duhamal 原理 之 前 , 我 们 先 举 几 个 有 关 常 微分 方程 的 简 
单 例子 , 这 些 例子 将 不 仅 在 数学 上 , 而 且 也 在 物理 上 使 我 们 既 可 以 
料 知 Duhamai 原理 在 数理 方程 中 的 一 般 表达 形式 , 又 可 以 初步 了 解 
此 原理 的 实质 . 
例 2.1 考察 一 阶 非 齐 次 方程 的 初 值 问题 
4) | + py = fF (2-7) 


#|,-o 一 0 (2-8) 
由 常数 变易 法 易 得 (2-7) 的 通 解 为 


yt) = Ce Sr +| A 


其 中 C 为 任意 常数 . 再 由 初始 条 件 (2-8) 可 知 C 一 0. 于 是 , 初 值 问 题 
04) 的 解 为 


y(t) =| fne frrar (2-9) 


vt,7) = fr)e fr (2-10) 
则 易 知 "= 一 5 r) 满 足 初 值 问题 
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(8) + plo—0 
v | = f(r) 
这 表明 : 
1" 为 求 一 阶 非 齐 次 线性 方程 的 满足 初始 时 刻 ;=0 时 ， 齐 初始 
条 件 的 解 y=y(t)， 只 须 先 求 出 与 (2-7) 式 相对 应 的 齐 次 方程 在 初始 
时 刻 为 :=+, 初始 条 件 为 (2-7) 式 中 的 非 齐 次 项 在 :一 * 时 之 值 的 解 。 
二 v(t,7). 而后, 再 由 0 到 i 对 7 积分 便 可 得 到 , 即 


y(t) = | ,bbr)dr 


2” (2-9) 式 与 (2-10) 式 揭示 了 定 解 问题 (4) 和 (8) 的 解 之 间 ， 
有 着 深刻 的 内 在 联系 一 一 (4) 的 解 是 (8) 的 解 的 (积分 形式 的 ) 达 加 . 

上 述 求 定 解 问题 (4) 之 解 的 方法 , 表面 上 看 似乎 麻烦 了 ,其实 ， 
这 种 方法 恰好 避免 了 直接 处 理 (4) 时 所 涉及 到 的 非 齐 次 方程 (2-7) 的 
复杂 的 求解 过 程 . 而 将 其 分 解 为 一 系列 简单 问题 (8) 之 解 的 类 加 ( 积 
分 ). 

例 2.2 设 具 有 单位 质量 的 质点 , 在 力 f(2) 的 作用 下 , 沿 z 轴 
运动 , 若 于 初始 时 刻 :=0 时 , 质点 位 于 原点 + 二 0, 并 处 于 静止 状 
态 . 试 考察 此 质点 的 运动 规律 . 

解 ” 按 牛顿 第 二 定律 , 车 设 所 求 质点 的 运动 规律 为 z==xC)， 则 
有 


dr(t) 
de 


= f(t) (2-11) 
(0) 
dz 


A 二 0， py 
容易 看 出 方程 (2-11) 的 通 解 为 
z=0+ Cx +| a | rper 


其 中 CC: 为 任意 常数 . 再 由 初始 条 件 (2-12) 便 知 C1 二 C=0. 据 此 ， 
并 交换 积分 次 序 , 立即 可 得 初 值 间 题 (0) 的 解 为 


z =| ds | fdr -| dr | roe 


一 0 (2-12) 


t= 
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-| G2 — PFOAT (2-13) 
0 


若 记 
n(t,7) 一 (一 7)f(r) (2-14) 

则 易 知 v=v(t,7) 为 初 值 问 题 

d?» 

Er 

CD) 1 

vs 一 0， 字 二 f(r) 

的 解 . 


可 见 ， 为 了 求 初 值 问题 (C) 的 解 z* 一 *(0， 只 须 求 出 初 值 问题 (D) 
的 解 "一 "(#,*)， 再 作 积 分 便 可 得 到 , 即 


z(t) =| (Tar 


而 初 值 问题 CD) 与 (C) 的 关系 则 是 :〈D) 中 所 含 方程 是 (C7 中 所 含 非 
齐 次 方程 相对 应 的 齐 次 方程 (D7) 中 初始 条 件 则 是 将 (C0) 中 的 初始 时 
刻 !=0 及 质点 运动 所 满足 的 齐 次 初始 条 件 ， 变 为 初始 时 刻 :一 * 时 ， 
质点 的 初始 位 置 在 原点 ,初速 度 为 质点 所 受 的 外 力 f(2D)( 即 (C) 中 的 
非 齐 次 项 ) 在 i!=7 处 的 值 f(7). 而 (C0) 的 解 则 是 (D) 的 解 的 (积分 形 
式 ) 迭 加 ， 

干 面 我 们 将 从 问题 的 物理 背景 出 发 ， 对 初 值 问题 (C) 与 (D) 及 其 
解 之 间 的 关系 进行 讨论 ,以 便 对 上 述 方法 的 物理 意义 , 能够 有 比较 
深入 的 理解 . 

初 值 问题 (C) 中 方程 (2-11) 的 右 端 f(t), 是 由 时 刻 1:=0 到 时 刻 
(时 刻 i 之 后 的 外 力作 用 自然 不 会 影响 质点 于 时 刻 的 运动 ) 持 续 作 
用 于 质量 为 1 的 质点 上 的 外 力 . 该 持续 力 f(2) 可 以 看 成 一 串 相继 的 
眶 时 力 的 选 加 . 按 函数 的 物理 意义 有 


fg =| fnD6C — tds (2-15) 
其 实 , 这 也 正 是 5- 函 数 的 运算 性 质 . 于 是 , 如 若 在 瞬时 力 f(z)6(t 一 
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r)ar 的 作用 下 , 质点 的 位 移 为 w(tr)dr， 则 由 (2-15) 式 及 和 迭 加 原理 
知 ， 初 值 问题 (C) 的 解 z==x() 是 初 值 问题 


= fd 一 T) 
(BE) 
到 
z|,-。 一 0， 专 一 10 
之 解 v= 二 v(t,7) 的 (积分 形式 ) 近 加 ， 即 
z(t) =| Vt, Pdr (2-16) 


按 问题 的 物理 意义 可 知 ， 初 值 问题 (8) 所 描述 的 是 , 只 在 时 刻 : 
二 7 的 瞬时 起 作用 的 瞬时 力 的 作用 下 , 在 初始 时 刻 :=0 时 ,位 于 坐 
标 原点 , 回 时 又 处 于 静止 状态 的 单位 质量 的 质点 的 运动 规律 . 由 于 
直到 时 刻 {二 + 一 0, 瞬时 力 了 (7)6C 一 tar 从 而 f(T)6( 一 +)"* 还 没 来 
得 及 起 作用 ,因此 ， 对 于 《87 所 描述 的 只 在 :一 * 时 的 瞬时 力 的 作用 
下 的 质点 运动 而 言 ， 直 到 时 刻 :一 * 一 0, 质点 仍 应 在 坐标 原点 并 保持 
其 原来 的 静止 状态 . 即 


2 =， 一 0 3 7 0 一 0 (2-17) 
换言之 ,， 初 值 问题 (B8) 可 写成 
2 
5 = f(r)6(t — 7) 
(F) 
pe = 0, 呈 ,=0 


然而 ,当时 刻 :由 r 一 0 路 到 r 十 0 时 ,对 于 (下 也 即 (P) 所 描述 的 
质点 运动 而 言 , 瞬时 力 fj(r7)6(t 一 rdr 从 而 f(z)6(t 一 2) 却 正好 起 作 
用 . 于 是 , 于 初 值 问题 (P) 中 方程 两 端 对 ! 由 一 0 到 z 十 0 积分 , 并 
根据 4- 孙 数 的 性 质 1. 1 便 得 


* 8 2.1 中 是 针对 数学 物理 方程 所 引述 的 选 加 原理 . 但 是 ， 对 常 微 分 方程 来 说 ,显然 
还 是 成 立 的 . 这 里 虽然 多 了 初始 条 件 , 但 由 于 所 论 的 杞 始 条 件 都 是 齐 的 ， 因 此， 对 选 加 大 
理 的 结论 显然 是 无 姑 的 ， 

** 此 处 是 指 英 数值 ,了 辣 其 喇 纲 并 非 力 的 量 侈 以 下 该 量 的 意义 均 如 此 . 


+0 , 
-| f(D80 一 Da 
0 Y 一 个 


可 T+0 
=f(7) | 6 一 Da = 大 有 
再 由 (2-17) 式 知 


字 呈 = f(r) (2-18) 

由 于 (P 所 描述 的 只 是 质点 在 上 二 fr 时 受 瞬时 力 的 作用 的 运动 规 

律 . 因此， 当时 刻 t 由 ?+ 一 0 财 到 + 十 0 时 , 虽然 此 瞬时 力 可 引起 质点 

运动 速度 的 突变 ,但 质点 的 位 移 却 来 不 及 变化 .于 是 ,由 (2-17) 式 可 
知 


vlrro=0 (2-19) 

然而 ,从 (一 * 十 0 起 ， 有 瞬时 力 了 (7)6G 一 rar 已 失去 作用 - 所以， 

从 = 十 0 起 ( 即 t>r 时 ) 描 述 上 述 质 点 运动 的 方程 应 是 齐 次 方程 ， 
即 此 时 (F) 中 所 含 方程 应 变 为 


dzv 


B=0 (> 有 9 (2-20) 
由 (2-18) 至 (2-20) 诸 式 可 见 ， 当 之 + 时 (F) 可 写成 
-0 (人 > 可 


CH) 
| 0 

《2-18) 式 (更 确切 地 说 是 由 初 值 疝 题 (8) 到 (8)) 有 着 明显 的 物 
理 意义 , 它 表 有 明 质 点 在 瞬时 力 ( 或 称 脉冲 力 ) 的 作用 下 获得 速度 , 且 
容易 看 出 ， 初 值 问题 (及 ) 与 (D) 是 完全 一 样 的 . 事实 上 , 在 (有 7) 与 (D) 
中 , 由 于 上 之 "所 以 ( 态 中 的 初始 时 刻 (一 * 照 理应 理解 为 上 一 * 十 0. 从 
而 既 使 将 (及 ) 中 的 初始 时 刻 (= 十 0 写成 i=, 也 该 按 其 本 意 来 理 
解 . 据 此 ， 并 注意 到 (8)、(F)、( 有 7) 之 间 的 关系 及 (2-16) 式 可 知 :我 们 
按照 问题 的 物理 意义 所 得 到 的 (C) 与 (0D) 的 解 之 间 的 关系 ,与 前 面 通 
过 数学 推导 所 获得 的 结果 是 完全 一 致 的 . 不 过 , 我 们 就 其 问题 的 物 
理 背 景 所 进行 的 讨论 ， 则 可 对 其 结论 的 物理 意义 有 更 为 深刻 的 理 
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vb |i sro 一 0， 


解 ， 从 而 对 结论 所 展示 的 方法 一 一 杜 险 美原 理 ， 能 够 更 透彻 地 党 
所 


为 了 说 明 上 述 方法 具有 更 为 广泛 的 适应 性 , 我 们 再 举 一 个 二 阶 


线性 党 微分 方程 初 信 问 题 的 例子， 
全 2. 3“ 求 二 阶 线性 非 齐 次 方程 的 初 人 问题 
» + 0 + gy = TO (2-21) 
yl = 0, | =0 (2-22) 
的 解 . 


解 ” 设 已 知 与 非 齐 次 线性 方程 (2-21) 相 应 的 齐 次 方程 
宇 +PO 下 十 908 一 0 


的 两 个 线性 无 关 的 解 为 w (0)，m (4)， 则 由 参数 变易 法 以 及 通 解 结 
构 定 理 不 难 求 得 (2-21) 的 通 解 为 


一 s ‘p(T pt) — rT) p(t) 
y(0) = Cg(t) 十 Citlt) +| TDW pr CT Tr 


其 中 C1, 0; 为 任意 常数 . 将 初始 条 件 (2-22) 代 入 上 式 便 得 0 一 c, 二 
0, 从 而 , 初 值 间 题 (7) 的 解 为 


{9 (rT) 9 0) ~— g(rT)p(t) 
”0 -| PPT pO TdT 


若 记 

iT lt) — p(T) 9 人) fn) 
PDD 7) 一 T(r) 
则 不 难 验证 "一 "((，r) 满 足 初 值 问题 ， 


dv d . 
7 + 2 人 元 十 9(D)p 一 0 


ptT) = 


(J) 
v= 0， | = £7) 


于 是 , 象 前 两 个 例子 一 样 , 这 里 提供 了 一 个 一 般 二 阶 线性 非 齐 
次 方程 具有 齐 初始 条 件 的 初 值 问题 (1) 的 一 般 解 法 ; 即 先 求 出 含 齐 
方程 非 齐 次 初始 条 件 的 初 值 问题 (J) 的 解 =v(i,7), 则 此 解 的 ( 积 


分 形式 ) 迭 加 
y(t) =| "pa 


便 是 (1) 的 解 . 

总 之 , 上 述 三 个 例题 , 所 提供 的 解 题 方法 之 所 以 行 之 有 效 ,在 
于 它 把 求解 含 非 齐 次 方程 的 初 值 问题 ,转化 为 求解 含 齐 次 方程 的 初 
值 问题 ,从 而 避免 了 直接 处 理 原初 值 问题 时 所 涉及 的 复杂 的 求解 过 
程 . 这 样 表面 上 虽然 也 多 了 一 层 先 加 (积分 ) 手 续 , 但 这 除了 作 一 次 
形式 运算 外 ,并 不 带 来 任何 麻烦 . 

”上 述 三 例 在 解法 上 的 共性 , 不 仅 为 提供 一 个 有 益 的 方法 一 一 求 
解 线性 常 微分 方程 初 值 问题 的 杜 哈 美 原理 , 莫 定 了 基础 ; 而 且 , 特 
别 对 我 们 即将 讨论 的 ， 有 关 典 型 的 数理 方程 的 杜 哈 美 原理 , 无论 是 
从 数学 表达 还 是 物理 论证 上 , 都 提 供 了 重要 的 线索 . 这 也 正 是 我 们 
列举 上 述 三 例 的 目的 所 在 ， 


§ 2.3 杜 哈 美 (Duhamal) 原 理 ， 


2. 3. 1 ” 杜 哈 美 (Duhamal) 原 理 及 其 证 明 


在 前 节 所 列 诸 例 的 启示 下 ,我们 便 不 难 理解 把 求解 含 非 齐 方程 
的 定 解 问题 ,转化 为 求解 含 相应 的 齐 次 方程 的 定 解 问题 的 杜 哈 美原 
理 了 . 

为 了 简便 , 我 们 先 针对 一 维 波动 方程 为 例 来 陈述 . 

定理 2. 1 设 了 (zt 于 0<z<l, i>0 上 连续 ,V=V(z,t,7) 是 定 
解 问题 


= (0<z<200<r<0 (2-23) 
《4) 4 Fl 一 0，yl=0 (0<ret) (2-24) 
ov 


Vl-:=0,，= = f(zyr) (0&zeD) (2-25) 


* 本 节 以 及 后 面 所 用 到 的 有 关 数 理 方程 的 知识 ,请 读者 查 得 本 书后 面 提供 的 有 关 参 
考 书 ， 
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于 0sx 入 !,0<* 科 (上 的 关于 (z,tr) 连 续 , 且 关于 > 及 上 的 二 阶 偏 导 
数 连续 的 解 . 则 


ust) = | V last ner - (2-26) 

便 是 定 解 问题 四 
区 一 他 +f) (0<z<bt>0 (0-27) 
(B 1al-=0 vl=0 Co0) 《2-28) 
一 0， .= 0 (0<z<D) (2-29) 

的 解 . 
证 明 注意 到 由 条 件 (2-25), 不 难 证 明 
Vl(z,t,t)=0 元 | = 1a0 


青 根 据 V(z,t,7) 于 0 和 xz 巡 !， 亿 rz>0 上 两 次 连续 可 微 ， 从 而 按 含 参 
变量 积分 和 有 变动 上 限 的 积分 的 微 商 定理 ， 根据 (2-26) 式 可 得 


包 =V(z,t,t) +| TD, 如 dr =[ (2-30) 
Fu NWN(z,t, rT) 4 Fy(zt,T) "A tt ) 4 
Pu _{' FV(z,L, Ds 
dr: Jo dr’ 
从 而 , 再 由 (2- 和 

区 一 于 2 Ee 3 = f(, 0) +| E44 一 a r= re 


这 表明 (2-26) 式 满足 方程 (2-27) 式 . 再 由 (2-24) 式 可 知 
ulz,t)|,»0 =| V0 nar =0 


uCz,t) | =| rd， tr)dr 一 0 
即 (2- -26) 也 满足 边界 条 件 (2- 28). 此 外 ,显然 有 
ul(z,t) |i-0 = 0 


再 由 (2-30) 式 可 见 


这 表明 (2-26) 式 满足 初始 条 件 (2-29) 式 . 

综 上 所 述 ，(2-26) 是 定 解 问题 (3) 的 解 . 

杜 哈 美原 理 对 于 热传导 方程 也 完全 适用 , 仍 以 一 维 的 情形 为 例 
来 陈述 . 

定理 2. 2 设 f(z,0) 于 0<zSl, (之 0 上 连续 ，7 (zt 7) 是 定 解 
问题 


Ya (0<s<it>r>0) 
‘Ops, Vm=0 Ur>0) 


Fl 一 fzr) (OED) 
的 于 0 委 zs4 t+>0 上 , 对 (4,1,7) 连 续 , 对 zx 的 二 阶 偏 导数 连续 ， 
”对 :的 一 阶 偏 导 数 连续 的 解 , 则 


u(r,t) =| vt, Dar ， (2-31) 
便 是 定 解 问 题 
3 一 @ 2 十 了 (zt) 
(D) u|,-0 一 0， 2z|,-， = 0 
DI =0 | 
的 解 ， 


定理 2. 2 的 证 明 完全 类 似 于 定理 2. 1 的 证 明 , 故 从 略 . 
2.3. 2 杜 哈 美 (Duhamal) 原 理 的 实质 .意义 及 其 适用 范围 


综合 前 节 的 诸 例 及 本 节 定 理 , 杜 险 美原 理 的 实质 和 音义 可 归纳 

如 下 ， 
1 杜 险 美 原理 在 数学 上 脱胎 于 常 微分 方程 中 参数 变易 法 . 

2* 本 节 定 解 问题 (4).(C) 分 别 与 (5) .( 芒 的 关系 ， 有 如 前 节 各 
例 中 所 启示 的 那样 相 类 似 的 结论 . 即 (8) 为 含 非 齐 次 方程 齐 次 边界 

条 件 齐 次 初始 条 件 的 定 解 问题 , 初 值 为 :=0;(4) 为 含 相应 的 齐 次 方 
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程 齐 边界 条 件 ， 而 初始 条 件 则 是 非 齐 次 的 定 解 问题 , 初 值 为 := *> 
4 至 于 (D) 与 (0) 则 有 完全 类 似 的 关系 . 不仅 如 此 ，(B) 与 (D) 中 的 非 
齐 次 项 ， 还 分 别 化 到 (4)、(C) 初 始 条 件 中 对 的 最 高 阶 徽 商 所 附 如 
的 条 件 上 (由 于 后 者 的 初始 时 刻 为 :一 * 所 以 , 前 者 的 非 齐 次 项 化 到 
后 者 的 初始 条 件 上 时 ,其 中 的 时 间 变 量 :应 改 之 以 +). 

3” 定 解 问题 (8) 中 所 含 波动 方程 的 非 齐 次 项 f(z,t), 是 与 外 力 
有 关 的 量 ， 称 为 外 力 项 . 于 是 (8) 与 (4) 的 关系 , 则 是 把 (B) 中 的 外 力 
化 到 (4) 中 的 初速 上 . 对 于 含 高 维 波动 方程 的 定 解 问题 而 言 ， 也 是 如 
此 . 于 是 ， 将 杜 险 美 原理 用 于 解 波动 方程 的 定 解 问题 时 ， 也 称 之 为 
外 力 化 为 初速 原理 . 在 下 节 讨 论 杜 哈 美原 理 的 物理 意义 时 , 我 们 将 
会 看 到 外 力 化 初速 的 物理 依据 . 这 对 深入 理解 和 掌握 外 力 化 初速 原 
理 的 实质 , 肯定 将 是 有 益 的 . 至 于 (D) 中 所 含 非 齐 次 项 f(z,4), 则 是 
与 热源 有 关 的 量 . 于 是 , (D) 与 (0) 的 关系 ， 则 可 说 是 把 (D) 中 热源 化 
到 (C) 中 的 初始 温度 上 . 其 物理 依据 也 将 从 原理 的 物理 意义 中 获知 . 

全 ”从 上 节 诸 例 可 见 ，(2-26) 式 表明 , 定 解 问题 (B) 之 解 用 是 定 “ 
解 问题 (4) 的 解 的 (积分 形式 的 ) 选 加 . 这 不 仅 揭示 了 杜 哈 美原 理 的 
实质 是 送 加 原理 ; 而 且 ， 还 提供 了 解 此 类 定 解 问题 的 行 之 有 效 的 方 
法 一 一 即 把 直接 处 理 含 非 齐 次 方程 的 定 解 问题 (8) 的 较为 复杂 的 求 
解 过 程 , 转 化 为 求 只 含有 齐 次 方程 的 定 解 问题 (4) 的 较为 简单 的 求 
解 过 程 . 只 不 过 形式 上 再 多 一 道 积分 运算 手续 而 已 ， 而 基于 (2-31) 
式 , 定 解 问题 (D) 与 (C) 的 解 之 间 , 也 有 与 上 述 雷 同 的 关系 ， 

杜 险 美原 理 的 适用 范围 如 下 ， 

1, 为 简便 起 见 ， 定 理 2. 1 ,定理 2. 2 才 就 一 维 情形 来 陈述 的 . 其 
实 ， 它 们 对 于 高 维 的 情形 显然 也 成 立 . 

2. 杜 哈 美原 理 只 适用 于 含 波动 方程 或 热传导 方程 的 定 解 问题 ， 
不 通用 于 含 位 势 方程 的 定 解 问题. 换 句 话说 ， 只 适用 于 与 时 间 变 量 
有 关 ( 即 描述 非 稳定 过 程 的 定 解 问题 ,而 不 适用 于 与 时 间 变量 无 关 
( 即 描述 稳定 过 程 ) 的 定 解 向 题 . 

3. 杜 哈 美原 理 既 适用 于 混合 问题 ,也 适用 于 初 值 问题 . 在 混合 问 
题 中 ,元 论 空间 变量 是 有 界 的 ,还 是 半 无 界 的 情形 , 该 原理 都 适用 . 


4. 鉴于 杜 哈 美 原理 的 实质 在 于 选 加 原理 ,而 且 其 迭 加 的 积分 形 
式 中 ,积分 变量 与 空间 变量 无 关 : 因此 , 若 针对 混合 问题 应 用 杜 哈 
美原 想 , 则 要 求 该 向 题 所 包含 的 边界 条 件 为 齐 次 边界 条 件 (否则 ,一 
定 要 先 齐 次 化 后 再 应 用 杜 哈 美 原理 )。 


$2.4 杜 哈 美 (Duhamal) 原 理 的 物理 意义 


这 节 我 们 将 从 问题 的 物理 背景 出 发 , 对 杜 蛤 美原 理 进行 更 进 一 
步 的 讨论 . 讨论 时 将 遵循 §2.2 中 例 2. 2 所 启示 的 途径 , 先 对 § 2. 3 
中 的 定理 2. 1 进行 物理 论证 . 从 数学 上 看 , 这 种 论证 虽然 不 太 严 格 ， 
但 是 ， 却 能 较为 深刻 地 揭示 杜 蛤 美原 理 的 物理 意义 . 此 外 ， 这 种 论 
证 还 与 -函数 沈 刻 地 联系 在 一 起 ， 为 了 突出 其 物理 意义 ， 人 们 常 把 
这 种 方法 称 为 冲 量 定理 法 . 

”考虑 两 端 固 定 的 ， 密 度 为 p 的 均匀 弦 的 受 扎 狠 动 问题 . 设 其 两 
映 固 定 于 = 轴 上 的 *=0,，z=! 处 ,而 且 在 初始 时 刻 :=0 时 ,， 此 崩 紧 
的 或 静止 地 置 于 z 轴 上 . 若 于 时 刻 上 作用 于 弦 上 点 z 处 的 横向 外 力 的 
为 密度 为 P(z,6). 若 设 弦 上 点 z 处 , 于 时 刻 4 的 位 移 为 x(z;t); 则 此 估 
移 次 数 u(z, 人 ) 必 满足 $2.3 定理 2. 1 中 的 定 解 间 题 (5) ,其 中 

F(x,t) = pfls,t) | (2-32) 

以 上 述 物理 问题 为 背景 ,我们 对 8 2. 3 的 定理 2. 1 进行 物理 论 
证 . 由 于 外 力 R(z,l), 是 由 初始 时 刻 0 到 时 刻 i, 于 点 z 处 持续 起 作 
用 的 持续 力 ( 当 然 , 在 时 刻 i 之 后 的 外 力作 用 木 会 影响 弦 于 ‘时刻 的 
位 移 )， 该 持续 力 可 以 看 成 是 一 串 相继 的 由 时 力 的 选 加 按 小 函数 
的 物理 意义 则 有 


F(x,t) -| Pdz,76d 一 Tar 


(其 实 这 也 正 是 6- 函数 的 运算 性 质 ). 据 此 ， 再 按 (2_32) 式 及 p 为 党 
数 可 见 


f(s,t) =| ten — nar (2-33) 


设 在 同时 力 F(z,7)6(t 一 rar 的 作用 上 下, 致 的 位 移 函 数 为 


v(zstT)dr, 则 由 (2-32)、(2-33) 式 及 迭 加 原理 可 知 , 定 解 问题 (8B) 的 
解 x=u(z, 四 是 定 解 问题 


DD) (0<s<hi>0) 
(4) vo =0, 0.=0 (t > 0) 
vj = 0, 凶 _ 一 0 (0<z<D (2-34) 
之 解 一 vz,4, 丰 (积分 形式 ) 的 送 加 , 即 四 
wad) = vb Dr (2-35) 


据 此 , 就 把 求解 定 解 问题 (3) 转化 为 求解 定 解 问题 (4),. 

由 于 定 解 问题 (4), 所 描述 的 ， 只 是 在 瞬时 力 pf (zx,7T)5(Ct 一 zdr 
的 作用 下 , 两 端点 固定 于 z 轴 上 的 点 * 一 0 与 z=!, 且 于 初始 时 刻 处 
于 静止 状态 , 以 。(z,i,r)dr 表示 其 位 移 函 数 的 崩 紧 的 荡 的 振动 问 
题 , 须 知 ， 由 人 夺 刻 t=0 到 t=+t 一 0, 瞬时 力 pf(z,r)6( 一 T)dr 一 直 未 
起 作用 , 所 以 直到 上 一 r 一 0 时 ,此 弦 仍 应 保持 原来 的 静止 状态 . 换 言 
之 由 (2-34) 式 订 知 
dv 


& t=r—6 


=0 (2-36) 


a =， 一 0， 
于 是 ， 初 值 问 题 (4), 也 可 写成 
D6) (0<:<l,t>0) 


(CBAiv|s-o= 0, w|i=0 (20) 

dv 

dt 

由 于 瞬时 力 pf(z,r)6( 一 rdr 当时 刻 1 由 + 一 0 路 到 tr 十 0 时 恰 

好 起 作用 , 于 是 在 (8), 中 所 含 方程 的 两 端 对 上 由 r 一 0 到 * 十 0 积分 ， 
根据 4- 函数 的 性 质 1. 1 ,得 
pi gn 


A tt—0 4 4—T- 0 


| 了 二 0 Fv rt”0 . 
一 4 Bid 十 ， of 706 — Tdt = f(r,7) 


=0 (0<&zrED) 
0 


v| so 一 0， 


t=r- 


再 由 (2-36) 式 可 知 


Ea = f(z,7) (2-37) 


WR Emrto 
根据 (2-36) 式 以 及 在 瞬时 力 pf(z,r)6(#-r)er 的 作用 下 , 当 t 由 7 一 0 
到 r 十 0 时 位 移 函 数 *(z,tr)dr 来 不 及 变化 的 缘故 , 所 以 有 
中-,re 一 0 (2-38) 
从 时 刻 上 一 r 十 0 起 ， 瞬 时 力 pf(z,r)6(! 一 z)dr 已 失去 作用 . 所 
以 ,从 上 一 * 十 0 起 ,描述 弦 振 动 的 方程 就 应 当 是 齐 次 方程 , 即 此 时 
《8), 中 所 含 方程 应 改写 成 


de 0K tr) (2-39) 


由 (2-37)、(2-38) (2-39) 式 及 (5) 中 所 含 边界 条 件 , 可 知 , 当 过 
>>0 时，(B), 便 变 为 


2 于 (0<z 忆 /1>T) 
(Cav)20 = 0, v),-1:= 0 (过 7) 
be 一 0， do 二 了 (zyr) 《0 过 上 3 委 DD) 


dt | = 

显而易见 ， 由 于 在 定理 2. 1 的 定 解 问题 (4) 与 此 处 的 定 解 问题 
(0), 中 ,都 要 求 之 rz 所以， 初始 时 刻写 成 上 =* 与 上 一 * 十 0 是 意义 相 
同 的 . 从 而 ，(4) 与 (0), 是 完全 一 样 的 定 解 问题 . 据 此 ， 再 注意 到 
(4),、(B)1、(0)1 的 关系 以 及 (2-35) 式 可 知 , 通过 上 面 的 物理 论述 也 
证 明了 定理 2. 1 的 结论 . 这 种 证 明 尽管 不 够 严格 , 但 求解 波动 问题 
的 杜 哈 美 原理 的 物理 意义 却 一 清二 楚 . 特别 值得 强调 的 是 (2-37) 式 
(或 者 更 确切 地 说 ， 由 定 解 问题 (8), 到 (0C),) 的 物理 意义 在 于 , 它 表 
明 弦 在 瞬时 力 ( 或 称 对 冲力 ?的 作用 下 获得 的 速度 , 正 是 外 力 化 初速 
原理 中 的 外 力 所 以 能 化 到 初速 上 的 物理 依据 . 

至 于 8 2. 3 中 定理 2. 2 的 物理 证 论 , 则 是 与 上 述 论证 相 类 似 . 不 
过 , 两 者 的 物理 背景 毕竟 炯 然 不 同 . 因此 , 为 了 深入 理解 求解 热 传 
导 问 题 的 杜 哈 美原 理 的 物理 意义 , 将 定理 2. 2 的 物理 论证 略 述 如 
下 : 


考虑 置 于 z 轴 上 长 为 i， 线 密度 为 p 的 均匀 细 杆 . 设 其 一 端 为 
二 0 另 一 端 为 z=4. 若 于 初始 时 刻 :==0 时 ,此 杆 上 任 一 点 的 温度 均 
为 零 , 而 于 丁 的 两 端点 的 温度 始终 保持 为 零 , 且 杆 的 单位 长 度 上 的 
热源 强度 为 Cof(z,D(C=C(z) 是 杆 的 比 热 )， 

如 果 设 杆 上 点 z 处 ,于 时 刻 上 的 温度 为 wz,b， 则 此 温度 分 布 函 
数 *(z,0) 满 足 8 2.3 定理 2. 2 中 的 定 解 问题 (D). 我 们 将 以 此 为 背 
景 , 通过 物理 论证 来 证 明定 理 2. 2. 

由 于 热源 Cpf(z,0) 从 时 刻 0 到 时 刻 :持续 作用 (自然 在 时 刘 以 
后 的 热源 分 布 不 会 影响 杆 在 /时刻 的 温度 分 布 ). 于 是 , 完全 类 似 于 
持续 力 与 瞬时 力 之 各 的 关系 的 分 析 ， 把 持续 的 热源 可 以 看 成 一 一 系列 
相继 的 瞬时 热源 的 迭 加 . 即 


Cpf lz,t) -| ,Pf x, rt 一 TY)dr 
从 而 有 
fz,t) -| f(z Do 一 T)dr (2-40) 


又 设 在 瞬时 热源 cof(z,r)6(t 一 r)dr 的 影响 下 ， 杆 的 温度 分 布 为 
”ztr)dr, 则 由 (2-40) 式 及 迭 加 原理 知 ，$ 2. 3 定理 2.2 中 的 定 解 
问题 (D) 之 解 x=u(z， 起 是 定 解 问题 | 


= + fr 1) (0<z<it,t> 0) 


(D), vo|:0 = 0, 5|:-(=0 (之 0) 


， vimo= 0 (0 委 z 委 小 
的 解 ;=v(z,t,7) 的 (积分 形式 ) 的 迁 加 , 即 


u(z,l) = wc nar (2-41) 


这 样 ， 就 把 求解 定 解 问题 (D) 的 问题 转化 为 求解 (D), 的 问题 . 可 
定 解 问题 (D), 所 描述 的 问题 是 ， 只 在 瞬时 热源 Cpf(z,7)。 
44 一 zjdr 的 影响 下 ,上 且 两 端点 温度 始终 为 零 ， 杆 内 各 点 处 当 t=0 时 
初始 温度 为 零 , 求 有 界 杆 的 温度 分 布 函数 w(z,tr)dr 的 问题 . 注意 
到 由 时 刻 ( 一 0 到 二 一 0 时 , 栈 时 热源 Cof(z,r)6( dr 尚未 产生 
一 95 一 


影响 .因此 , 由 ?|.-。 一 0 和 v=0 可 知 , 定 解 问题 (D)， 可 写成 
PD (0<r<ht>0) 


(EB), v|:=60 = 0, v1:=0 G0) . 
zl-,-o 一 0 (0 委 z 委 有 . (2-42) 


由 于 瞬时 热源 cof(zyr)6(t 一 Tar 当时 刻 ! 由 一 0 路 到 十 0 
时 , 恰好 产生 影响 , 于 是 在 (8), 中 所 含 方程 两 端 对 上 由 一 0 到 十 0 
积分 , 根据 6- 函数 的 性 质 1. 1 便 得 到 


visto 一 vio 
+0 Fv , Y+0 
| 小 +| fz Dot — Tdr = fz,r) 
-0 于 


据 此 及 (2-42) 式 立即 可 见 

” vii = f(z,7) (2-43) 
从 三 + 十 0 起 ， 瞬时 热源 cof(z,r)6(t 一 z)dr 已 失去 影响 ， 所 以 ， 从 
二 + 十 0 起 描述 杆 的 热传导 问题 (8), 所 包含 的 方程 就 应 当成 为 齐 次 
方程 了 . 由 此 及 (2-413) 式 并 注意 到 (8)， 所 含 的 边界 条 件 可 知 ， 当 过 
t+ 时， (8B), 可 写 为 


2 一 (0<zeihi>r>0) 


(PF) | -= 0, pl- 一 0 (之 tT>> 0) 


voro = f(r,T) (0 委 z 扫 由 

显而易见 , 定 解 问题 (P): 与 (C) 是 完全 一 样 的 . 至 此 ， 由 (D),、 
(5) CA): 之 间 的 关系 及 (2-41) 式 便 知 , 通过 上 面 的 物理 论述 , 也 证 
明了 定理 2. 2 的 结论 . 这 种 物理 论证 虽然 不 其 严格 , 但 是 却 深 刻 地 . 
揭示 了 求解 热传导 问题 的 杜 险 美原 理 的 物理 意义 ;并 且 ， 值 得 指出 
的 是 ，(2-43) 式 (或 者 更 确切 地 说 由 (B): 到 (8);) 的 物理 意义 在 于 ， 
它 表 明 丁 在 所 说 的 瞬时 热源 (或 者 称 脉冲 热源 ) 的 影响 下 , 温度 分 布 
改变 为 f(z,7). 这 正 是 把 (D), 中 的 热源 转化 为 (7), 中 的 初始 温度 上 
的 物理 依据 ， 

我 们 已 经 多 次 指出 , 杜 哈 美原 理 的 实质 在 于 迭 加 原理 . 而 从 上 
述 物理 的 论证 中 , 更 清楚 地 看 到 , 杜 蛤 美原 理 所 以 可 行 ， 其 关键 在 


于 把 持续 起 作用 的 物理 量 ， 分 解 成 为 一 系列 三 时 起 作用 的 物理 量 的 
迭 加 ; 而 持续 起 作用 的 量 所 产生 的 物理 效果 ， 与 一 系列 瞬时 起 作用 
的 量 各 自 产 生 的 物理 效果 的 总 和 等 效 . 这 就 从 物理 意义 上 进一步 揭 
示 了 杜 哈 美 原理 的 实质 . 应 该 强调 的 是 , 持续 起 作用 的 物理 量 , 能 
够 分 解 为 瞬时 起 作用 的 物理 量 的 兴 加 , 起 桥梁 作用 的 , 正 是 这 个 具 
有 极 好 的 运算 性 质 和 显明 的 物理 背景 的 5- 函数. 


$2.5 杜 哈 关 (Duhamal) 原 理 的 应 用 举例 


为 了 具体 说 明 如 何 应 用 杜 险 美原 理 来 处 理 数理 方程 的 定 解 问 
题 ,我 们 来 举 儿 个 例子 ; 

例 2.4 设 长 度 为 1; 线 密度 为 p 的 均匀 细 杆 置 于 > 轴 上 ,其 两 
端 * 一 0 及 :==! 处 的 温度 于 时 刻 1 时 丝 为 sin2t. 假定 此 杆 的 内 部 无 执 
源 ， 且 于 初始 时 刻 :一 0 时 ,， 杆 上 的 任 一 点 的 温度 缘 为 零 . 若 设 杆 上 
在 点 z 处 于 时 刻 : 时 的 温度 为 wx= xz,o， 则 易 兄 


而 Ba 

= (0<z<4t>0) 
(4) ul:-o = sin2t, ul, = sin2t (之 0 

zl-o 一 0 (0 委 z 委 


鉴于 (4) 中 所 含 边界 条 件 为 非 齐 次 的 , 因而， 先 采 用 构造 辅助 
函数 的 方法 , 将 其 化 成 齐 次 边界 条 件 . 为 此 ， 显然 只 须 取 
7 = sin2t 
则 w= 一 必 满 足 


= cos2t (Ort 0) 


(8) w|.-0 一 0， w|i= 0 (之 0) 


w|,.-o=0 (0 委 z 和 1) 


按 杜 哈 美原 理 ， 为 求 定 解 问题 (B) 的 解 ， 我 们 先 求解 定 解 问题 


= (0<zr<lt>r0) 


(C) v|:=0 = 0, v|,-:=0 (之 +> 0) 


pl- 一 eds2r (0S) 
一 97 一 


采用 分 离 恋 量 法 ， 再 注意 到 定 解 问题 (C) 中 的 初始 时 刻 为 :二 t+， 经 
过 简单 的 变量 代 换 , 便 不 难 求 查 定 解 问题 (0) 的 解 为 


bz tr) = -7 之 C(— 1): 一 1]eos2re-( 池 ) -osin 到 Ts 


(2kC— Dr 
-- 台 C2x 一 1 Js 1 
,cos2re- (i ]:e-。 
于 是 ,由 杜 哈 美原 理 可 知 ， 定 解 问题 (53) 的 解 为 


加 _ 8 (2k 一 1)x 
ee 2 C17 Tsin az 


[ibm 人 cos2re- [RE be] 


| 
| 
il4 
~ 
Ce 
™ 
| 
je 
A 
A 


1 
1 (入 一 1?r[1 十 于 (~ Dey 


* m 十 于 于 [你 二 De] (cos2 eg- (2 *)] | 
故 定 解 问题 (4) 的 解 为 


一 Si 
) 句 ! 


| oo 4sin 
Li 二 内 十 二 sin2t 一 4 Dl + T(E De]) 


> (= 一 Dray? 


《28 一 1)x 


。 (sin2t 十 一 ] ( cos24 一 e- (ee )") | 


例 2.5 设 线 密 度 为 的 均匀 的 无 界 纺 ， 在 时 刻 上 =-0 时 ， 整个 
与 7 轴 重 合 , 且 此 时 处 于 静止 状态 . 今 于 点 *=- 0 处 施 以 谐 变 力 
psinat. 试 求 此 弦 的 振动 规律 ， 

解 显然， 所 施加 的 外 力 的 力 密度 为 Psinot6(x). 于 是 ， 若 设 此 
弦 于 时 刻 上 在 点 = 处 的 位 移 为 “一 xz,5,， 则 xz,0 应 满足 


有 一世 : Fu 十 sinal6(z) (一 o 中 < 所 z< 十 co ，L>n) 


(4) 
wo=0 FT| =0 (一 c<z<+co) 


按 杜 哈 美 原理 ,为 求解 (4)， 只 须 先 求 出 定 解 问题 


2 一 9 加 (一 oe <z < 十 co， 上 7YD0) 


vi: = 0, S| = sinwrd(z) (一 00 之 zz 过 十 oo) 
的 解 v 二 vCz,t,+)， 则 (4) 的 解 便 是 
和 =| .cc rT)dr | (2-44) 


关于 定 解 问题 (8), 我 们 将 在 第 三 章 中 用 积分 变换 法 给 出 其 解 
法 . 这 里 先 列 出 定 解 问题 (8) 的 解 为 


Sinwr 有 
v(z,t,T) = 7 | 一 &)de (2-45) 
由 (2-44) 式 便 知 , 定 解 问题 (4) 的 解 为 
u(r,t) = 1 | sinorar | — EdE 


2a 
例 2.6 求 定 解 何 题 
及 = ins (~ <r<+m,t>0) 
(4) vl.-o= 0 
mu ， 
Ri 一 sinz (一 co < 之 z < 之 十 00) 


的 解 . 
解 ” 依 线性 方程 的 解 的 结构 ， 以 及 迭 加 原理 可 知 , 定 解 问题 
4) 的 解 是 下 列 二 定 解 问题 的 解 的 和 


(1) 
uo = 0， = sinz (-- oo <r < 十 oo) 
Pu Fu 
= Sinz (一 ce <z 所 十 ce,t!t>>10) 
(1) 
ujio = 0, $=0 (一 oo <z< 十 co) 


根据 达 朗 贝尔 公式 知 ，( 1 ) 的 解 为 


RD 


. . = 十 友 
ui(z,t) 一 地 [pl 十 ab 十 go(z 一 at)] 十 二 人 ex 


1 3 十 
一 0 十 艺 | sinédé 一 sinzsint 


而 定 解 向 题 (1 ), 则 由 杜 哈 美 原理 知 ， 先 解 定 解 问题 * 
Fw Fw + ., - ， 
= (— < tT) 
(HN) 


wl 一 0， 


| = rinz (一 co<z<+co) 


仍然 应 用 达 朗 贝尔 公式 解 定 解 问题 ( 生 》， 得 


(ztT) = 地 (9 (zt 二 a)+ g(rCO— ab 十 去 | rinzdz 


一 一 | 一 Vsinzdz 一 Tsinrsin(t 一 T) 
于 是 定 解 问题 (了) 的 解 为 


t [3 
u(r ,t) = {wet Dar =| tsinzsin(t — rt)dr 
9 


一 Sinxz | (一 T)dr 一 (一 Sintf)sinz 


故 定 解 问题 (4) 的 解 为 
u(r3t) = (zt) + ur,t) = sinzsint 十 (一 Sint)sinz = tsinz 
例 2.7 设 于 整个 oryz 空间 中 , 均匀 分 布 的 某 种 密度 为 p, 比 热 
为 C 的 物质 , 于 该 空间 分 布 着 单位 体积 上 热源 强度 为 Cpf Cz,y,z,2) 
的 热源 . 若 于 时 刻 =0 时 , 每 点 的 初始 温度 沸 为 等 , 试 求 于 时 刻 /在 ? 
点 (z,y,?) 处 的 温度 分 布 u(z,y,z,). 
解 ”根据 物理 意义 ， 可 知 该 定 解 问题 为 


a 
T=0 基 十 吾 十 党 二 fryy,2t) 


(4) (ooo,t>0) 


uli-o= 0 (一 co <zy2 + 0) 
按 杜 哈 美 原理 , 为 了 求 定 解 问题 (4), 则 必须 先 求 出 定 解 问题 


一 100 一 


(— orz ot>rt>0) 
vliss = fz,y,2,0) (一 bo0 < vy,2 < 十 co) 
的 解 v=v(r Yt 7), 而 (4) 的 解 便 是 
uzsy ,Zt 77) =| vzsYy,2,t ,T)dr | 


和 例 2.5 同样 处 理 ， 定 解 问题 (B) 的 具体 解法 将 在 第 三 章 里 给 出 ， 这 
里 仅 指 出 (8) 的 解 为 


vlrryzsts rt) 一 


1 
,Ba Cx lt — 7) I | 

EE EL gan | 
于 是 , 定 解 问题 (4) 的 解 为 


+ 2 
H(z.91200) = Oo ji yz 人 De te pads 
(2a VA) (tT) / 


从 上 述 诸 例 可 见 ， 杜 哈 美 原理 不 仅 适用 于 处 理 混合 问题 ,也 适 
用 于 处 理 初 值 问题 ;不 仅 适 用 于 处 理 一 维 问题 ,也 能 用 于 处 理 高 维 问 
题 . 但 却 只 适用 处 理 描述 非 稳定 过 程 ( 即 与 时 间 变 量 有 关 ) 的 定 解 问 
题 ;而 不 适用 于 描述 稳定 过 程 ( 即 与 时 间 变 量 无 关 ) 的 定 解 问题 . 因为 
在 何 处 理 间 题 的 方法 , 都 是 在 特定 的 条 件 下 产生 的 . 所 以 , 我 们 在 
运用 各 种 方法 时 , 必须 注意 方法 的 适用 范围 及 其 条 件 . 


§ 2.6 杜 哈 美 (Duhamal) 原 理 的 另 一 种 形式 


立足 于 应 用 的 广泛 性 , 我们 再 扼要 地 介绍 一 下 与 杜 哈 美原 理 本 
质 上 一 致 , 而 形式 上 不 同 的 所 谓 第 三 杜 哈 美原 理 . , 


定理 2.3 设 函 数 w(0 于 过 0 上 连续 可 微 , 车 v=v(z， 是 定 角 
问题 


一 101 一 


Fv oo _ yee _ 

“过 +pA 庆 =? 藏 (0<z<ut>9 (2-46) 
(4) 

[号 + ,= (+s 人 || =0 (人 之 0)(2-47) 

v= 0，a 字 ,=0 (<z<D (2-48) 


的 两 次 连续 可 微 ' 的 解 . 其 中 ap.y、o、e、A 都 为 常数 ， 且 十 Fr 十 

天 0, 人 十 2 关 0, 对 十 天 0, 则 | 

| Ov (zst 一 T) 
以 


u(x,t) = , g(r)dr (2-49) 
便 是 定 解 问题 
Fu Bu 
ato zi (0<z<l,t> 0) (2-50) 
(B) 
(m+o 久 | | = g(t), (“+ | = 0G > 0)(2-51) 
Nu 
zl-o 一 0， oF .=0 (0 委 z* 委 外 (2-52) 


的 解 . 
.证 明 按 对 mw 及 ”所作 的 假设 ,通过 简单 的 变数 代 换 ， 并 分 部 
积分 ,再 注意 条 件 (2-48) 式 ,可见 (2-49) 式 为 


‘(r,t 一 T) 


ulzst) 一 一 37 


pr dr 一 一 Cvlz,t— ToT) ES 


+| (Tv(z,t CO— Tdr = vr,t)9(0) +| y (Tv(zt 一 Tdr 


(2-53) 
据 此 以 及 关于 v(z,) 于 0<&z&l, lt 之 0 上 两 次 连续 可 微 的 假设 , 按 含 
参 变量 积分 及 具有 变动 上 限 的 积分 的 微 商 定理 ,并 注意 到 条 件 (2- 
48) 式 , 有 


Pu 0) 


3 一 p(0) 十 | vw CD TS 


邯 5=v(z, 眉 对 z,t 的 所 有 二 阶 偏 导 数 都 连续 . 
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ou lz,t) : (zt 一 7 

六 Ep(0) 十 o (On(0) +| yO PE Du 
= p00) +| rm Ye ar | (2-54) 

ToDp0) + WO ao0) + yr D) Ee 


A 由 《2- Ce 
+ po 一 y 2 = v O(a oe] + (a 2 fl + ps 


9 ov(zf 一 
y 人 中]w(0) + oO 2 0 Gr 1) 


Polzst — 1) . 
-p=0 . (2-55) 


这 表明 (2-49) 式 满 尼 定 解 问题 (8) 的 方程 (2-50) 式 而 由 (2-53) 及 
(2-47) 式 可 知 


[= 十 9 | | = (ovlz,0) 十 6 ai] 


,2(0) 


+| [oo(z,t 一 7 十 0 0] 
0 


PCT) 


一 p(0) +| par = g(t) (2-56) 


[> 上 + | | = (evs) + oa ) | p00) 


+， (ec 一 人 十 oa 一 二 | 
根据 (2-53)、(2-54) 式 可 知 (2-49) 式 满足 条 件 (2-52) 式 ,于 是 由 (2- 
55) 至 (2-57) 诸 式 可 见 ，(2-49) 式 所 确定 的 =u(z, 引 是 定 解 问题 (8) 
的 解 ， 
关于 定理 2. 3 给 出 的 第 二 杜 险 美原 理 ， 我 们 作 如 下 几 点 说 明 : 
1。 由 于 定理 2. 3 讨论 的 定 解 问题 中 , 所 含 方程 为 较 一 般 的 方 
程 , 而 边界 条 件 又 是 第 三 边界 条 件 , 因此 ， 就 自然 囊括 了 典型 的 一 
维 热传导 方程 和 一 维 波动 方程 以 及 第 一 边界 条 件 和 第 二 边界 条 件 均 
为 其 特殊 情形 . 不 过 , 若 对 于 所 论 方程 为 热传导 方程 时 ， 定理 2.3 中 
一 103 一 


Pdr =0 (2-57) 


对 "一 "*,0 所 作 的 假设 ， 要 改 为 对 * 的 二 阶 偏 导数 连续 ， 而 对 :的 
一 阶 偏 导数 连续 . 

.2。 由 (2-49) 式 不 难看 出 ， 第 二 杜 险 美 原理 的 实质 也 在 于 迁 加 
原理 ; 而 其 主要 作用 在 于 把 求解 含 较 一 般 边 界 条 件 的 定 解 问题 , 转 
化 为 求解 含 特 殊 边 界 条 件 的 定 解 问题 . 装 于 此 ,以 及 初始 条 件 在 选 加 
过 程 中 的 作用 ,不 难得 知 , 第 二 杜 险 美 原理 比较 适用 于 处 理 具有 复 
杂 边界 条 件 的 混合 问题 (包括 空间 变量 为 半 无 界 的 情形 )， 而 不 适 于 
处 理 初 值 问题 ( 因 其 不 具有 明显 的 边界 条 件 ) 以 及 边 信 问题 ( 因 其 不 
其 初始 条 件 ). 

3。 含 高 维 的 热传导 方程 及 波动 方程 的 混合 问题 ,第 二 杜 险 美 
原理 照样 适用 . 不 过 象 一 维 的 情形 一 样 ， 对 高 维 的 情形 也 要 求 方程 
是 齐 次 的 , 初始 条 件 也 是 齐 次 的 . 

下 面 仅 举 一 例 ,用 来 说 明 如 何 应 用 第 二 杜 险 美原 理 . 

例 2.8 试 求 定 解 问题 


EE F 
= (0<z<1,t> 0) 
(4, = sinte-r, S 0 (>0) 
z= 
ul,=0=0 (0 委 z 委 1) 
的 解 . 
解 ” 按 定理 2. 3, 为 了 求解 (4)， 只 须 先 求 出 
= (0<z< lt>0) 
(B) vo = 1, 地 | =0 (420) 
Ei 了 一 】 
2|-o 一 0 (0 委 z 委 1) 


的 解 "一 zx(z,D， 从 而 (4 的 解 便 是 


“一 上 ae 一 Pt nr Nar (2-58) 


为 了 求解 (8)， 上 和 其 的 非 让 过 办 条 件 化 为 过 办 条件 
为 此 设 . 
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H(z)=1 


则 wv 一 万 满足 
SY (0<zs<1,t> 0) 
(0) wl-e 一 0， 党 sd 一 0 (之 0) 
wl,-o=1 (0 委 z 委 1) 
按 分 离 变量 法 解 (C) 易 得 
_T 4 ，【《 lI) rtp? 
wr, 一 2 er se [ J 
从 而 ， 定 解 问题 (B) 的 解 为 
CC 4 i (2n 十 1)m 和 Ca+ ie 2 
vz,t) 一 ] 十 2 tT Da 一 7 一 好 [了 *) 


于 是 , 按 (2-58) 式 可 得 定 解 问题 (4) 的 解 为 
ul(z,t) = 一 >) [cz 十 1 )ra2zsin 和 Dr 


a=0 | 


snre {+ [ee 0)ar) 
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第 三 章 “积分 变换 


6- 函数 的 许多 应 用 ,总 是 与 积分 变换 法 形影不离 的 . 为 了 后 面 
各 章 在 叙述 上 , 不 打 乱 我 们 的 思路 ,这 里 特 如 一 章 ， 对 积分 变换 的 
理论 作 一 般 性 的 介绍 , 同时， 也 将 突出 阐述 寺 函 数 在 该 理论 中 的 应 
用 . 由 于 本 书 的 重点 是 讲 4- 函 数 ， 因 而 ,关于 积分 变换 的 内 容 ,只 
能 从 简 , 特别 是 与 5- 函数 关系 不 大 的 一 些 定理 、 性质 和 公式 , 要 证 
明 的 话 , 也 只 能 略 述 . 

起 源 于 19 世纪 的 运算 微 积 (包括 常 微分 方程 的 算 子 解法 ) 用 来 
求解 偏 微分 方程 是 特别 便利 的 后 来 , 它 的 发 展 已 经 为 积分 变换 所 
替代 . 所 谓 积 分 变换 就 是 由 式 子 


gp(z) =| kr 60a (3-1) 
定义 的 变换 叫做 积分 变换 . 每 给 定 一 个 区 间 (a, 5)(a,b 可 以 分 别 是 
一 co， 十 oo) 与 称 之 为 核 函 数 的 上 (zt (oat 二 5b, zx 是 实 变数 或 复 变 
数 ) 都 确定 一 个 称 之 为 初始 函数 或 象 原 函 数 的 f(9 到 称 之 为 变换 函 
数 或 称 象 函数 w(z) 的 积分 变换 . 
当 核 函数 kpst)—=e ", ae 一 0,0 一 十 cc 时 ， 即 
yp) =| ed 
称 为 拉 普 拉 斯 (Laplace) 变 换 , 简称 为 拉 氏 变换 ,其 中 p 是 复数 . 
当 核 函数 4%, 人 ) 二 ee-*, a 二 一 00， 6 二 十 oo 时 , 即 
00 =| Te wa 


称 为 傅立叶 (Fourier) 变 换 . 简称 为 傅 氏 变换 ， 
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8$3.1 传 氏 变换 


学 过 高 等 数学 的 读者 都 知道 ， 伟 氏 级 数 能 将 一 个 周期 函数 表示 
成 无 穷 多 个 频率 为 基 频 整数 信 的 谐振 动 之 和 , 而 待 氏 变换 则 能 将 一 
个 非 周 期 函数 表示 成 整个 连续 的 频率 区 间 上 的 积分 和 . 一 般 的 教科 
书 都 是 先 建 立 起 周期 函数 的 传 氏 级 数理 论 ， 然后 , 再 加 大 周期 , 经 
过 极限 手续 , 过 渡 到 非 周期 函数 的 伟 氏 变换 .但 是 ,由 于 我 们 已 经 
有 了 4- 函数 这 一 重要 的 数学 工具 ， 所 以 ， 就 可 以 把 上 述 过 程 倒 过 来 
进行 , 即 先 建立 侍 氏 积分 理论 , 然后 , 适当 运用 6- 函数 ， 把 函数 的 
级 数 表 示 与 积分 表示 统一 起 来 , 这样 ， 传 氏 级 数 就 可 以 看 成 是 传 氏 
变换 的 特例 .这样 做 不 仅 在 推理 上 更 为 简捷 , 而 且 , 也 更 容易 看 清 
两 种 理论 的 本 质 , 以 及 它们 之 间 的 关系 . 特别 是 这 不 仅 在 应 用 上 会 _ 
带 来 很 大 方便 , 同时 ,也 能 看 到 研究 4 函数 理论 的 重要 意义 . 

3.1.1 傅 氏 变换 的 定义 

定义 3.1 设 函数 f(z) 于 (一 eo， 十 oo) 上 有 定义 , 则 称 

70D 一 | fC0)e mae (3-2) 
为 f(z) 的 依 氏 变换 ， 称 
1 = 让 | roenda (3-3) 


为 9() 的 傅 氏 逆 变 换 . 并 且 , 9(2) 称 为 f(z) 的 象 函 数 (或 称 变换 范 
数 );f(z) 称 为 gC) 的 象 原 函 数 ( 或 称 初始 函数 ).， 其 中 为 参 变 量 . 
通常 将 (3-2) 式 记 为 . 
9g(4) = PCf(z)] 
将 (3-3) 式 记 为 . 
f(z) = pF :Cg(%)) 
这 个 概念 告诉 我 们 , 两 个 函数 可 以 通过 积分 的 形式 互相 表达 出 
来 . 在 满足 一 定 条 件 下 , 一 个 函数 确定 之 后 , 另 一 个 函数 也 就 唯一 
地 确定 了 ， 这 种 一 一 对 应 关系 , 我 们 称 为 傅 氏 变换 对 , 记 为 
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~ f(z) gC%) (3-4) 
并 非 任何 情况 下 , 函数 f(z) 都 能 表示 成 (3-4) 式 的 . 为 此 ,我们 
给 出 傅 氏 积分 基本 原理 . 
定理 3. 1( 傅 氏 积分 定理 ) 车 f(z) 于 (一 co, 十 so) 上 有 定义 ， 
且 于 任 一 有 限 区 间 上 满足 犹 利 克 来 《Dirichlet) 条件" ， 积 分 


[并 fo) luz 收敛, 则 有 
oil om 0 


成 立 . 
证 明 从 (3-2)、(3-3) 式 可 知 ，(3-5) 式 中 是 


1f+” 
1 = Brerdn 


因此 ， 只 须 证 明 该 式 成 立 , 则 定理 3. 1 便 得 证 . 
事实 上 , 把 (3-2) 式 代入 (3-5) 式 的 右 端 , 得 


> a = 天才 Tood 
交换 积分 次 序 ,， 注意 运用 4- 函 数 的 性 质 ， 则 得 
| | fe)e mat = 到 | ener ng 
| (9 .26(e — z)de = f(z) 
常 称 (3-5) 式 为 傅 氏 积分 公式 . 可 见 健 氏 逆 变 换 , 不 过 就 是 将 博 氏 积 ” 


其 中 | ea od = 2x6(E — 1). 这 就 证 明了 (3-5) 式 的 正确 性 . 通 


* 如 果 函 数 f(x) 在 Ca,5) 上 有 定义 , 县 满足 : 
1。 f(z) 在 Ca,8) 上 连续 或 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 ， 
2。 f(z) 在 Ce, 妇 上 只 有 有 限 多 个 极 值 点 ， 
3” fo+0) 与 了 一 0) 都 存在 . 
刚 称 f(z) 在 Ca,8) 上 满足 狼 氏 条 件 . | . 
*# 。 式 中 的 广义 积分 都 是 在 柯 西 主 值 意义 下 的 , 所谓 主 值 意义 是 指 ， 


二 六 
| fr)ar = lim | fr)dr 
-ee No 一 
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分 公式 换 一 种 写法 而 已 。 于 是 ，(3-5) 式 可 记 为 
f(z) = Fig (MY) 一 PICPCf(z)D] 8-5)’ 
公式 (3-2)、(3-3) 有 着 明显 的 物理 意义 , f(z) 常 被 称 为 时 间 变 
量 的 函数 (如 波 或 信号 ),g(4) 称 为 频率 变量 和 的 函数 . 而 健 氏 变换 
可 以 看 作 是 时 间 函 数 在 频率 域 上 的 表示 , 即 (3-3) 式 说 明 在 整个 时 
间 轴 上 的 波 为 f(z), 是 由 频率 为 4 的 谐 波 9(4)e-“d4 通过 积分 迭 加 
得 到 的 , 由 于 不 同 的 频率 , 微分 以 是 一 样 的 ， 所 以 , 只 有 gC 和 ) 才 真 
正 反映 出 不 同 频率 谐 波 的 振幅 和 初 相位 的 变化 , 因而 称 gC%) 为 f(z) 
的 连续 谱 ( 简 称 频谱 》， 并 且 , 又 因 9(2) 是 复 函数 ， 因 此 , g(%) 可 以 表 
示 为 
g(%) = H(A)e®™ 
其 为 有 (= 1g(2)1， 0( 和 )=Aigg (9， 则 称 万 (和) 为 f(z) 的 振幅 谱 ， 
称 6C 和 1) 为 f(z) 的 相位 谱 . 正 因为 如 此 , 许多 工程 技术 上 , 如 地 震 勘 
探 、 无 线 电 技 术 等 工程 中 , 接收 到 的 信号 , 不 仅 有 有 效 信号 , 而 且 
参 杂 着 许多 (甚至 很 强 的 ) 干 扰 信 和 号, 仅仅 从 接收 到 的 信号 是 分 析 不 
出 有 效 信 和 号 的 性 质 及 其 变化 规律 的 . 所 以 , 必须 将 接收 到 的 信号 通 
过 傅 氏 变换 ， 变 成 频率 域 里 的 函数 ,再 通过 滤波 的 方法 ,达到 抑制 
于 扰 信 号 、 增强 有 效 信和 号 的 引 的 . 并 且 , 通过 本 书 的 后 几 童 的 讨论 ， 
我 们 说 傅 氏 变换 是 许多 科学 技术 领域 里 不 可 缺少 的 数学 工具 ， 是 毫 
不 夸张 的 . 
3.1.2 傅 氏 变换 的 性 质 
对 傅 氏 变换 的 一 些 性 质 的 分 析 是 彻底 理解 它 的 基础 ， 形 象 地 解 
释 这 些 基 本 性 质 , 以 及 了 解 它们 的 数学 关系 和 重要 应 用 , 同样 是 不 
可 缺少 的 步骤 
为 了 叙述 上 的 方便 ， 在 这 些 性 质 中 , 凡 需 要 求 傅 氏 变换 的 函 
数 , 对 其 所 要 求 的 条 件 都 假定 是 满足 的 . 
性 质 3.1 线性 性 . 设 m (2 一 PCf(z)]，92(2) 一 PCfs(z)]，oay 有 
是 常数 ， 则 
RCafi(r) 十 Bfa(z)) = apCfi(z)) + BFCF(z)Y (3-6) 
该 性 质 的 实质 是 指出 傅 氏 变换 是 线性 变换 . 证 明 该 性 质 只 需 根 
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据 定 义 就 可 推出 来 . 同样 ， 传 氏 道 变换 亦 具 有 类 似 的 性 质 ， 即 ， 


Pr-iKog:( 十 pg:(0D] = afi(z) + pfs(z) (3-7) 
性 质 3.2 ”位移 性 质 . 设 9(2) 一 PCf(z)]， 则 有 

PCf(z + zi)] = etwspCf(z)] (3-8) 

FiCg(4 Fh)) = ermwrf(z) (3-9) 


该 性 质 说 明 自 变量 提前 或 延迟 z*， 相 当 于 它 的 传 氏 变换 乘 以 因 
子 e+, | 

证 明 只 证 (3-8) 式 ，(3-9) 式 的 证 明 类 似 . 因为 , 由 传 氏 变换 
的 定义 可 知 | 

PO mm) 一 | fs + m0)e-mas 

令 [一 z 士 zx， 则 d==dz， 从 而 

FLf(z 土 zo)] =| fCWer nswgt = et [soe ug 

一 etooPCf(z)] 

同 理 可 证 (3-9) 式 .该 式 说 明 频 率 函 数 og(4) 沿 和 4 轴 位 移 和 时， 
相当 于 原来 的 函数 乘 以 因子 e+*. 

这 个 性 质 在 应 用 上 的 重要 性 是 不 言 而 喻 的 . 例如 ,由 傅 氏 变换 
的 定义 , 可 知 5- 函数 的 谱 为 


PCb(z)] =| és)e-mdz | (3-10) 


则 4(z 一 z*) 的 谱 就 是 e ”如 果 由 (3-2) 式 出 发 也 可 以 计算 出 来 这 
一 结果 . 因为 根据 4- 函 数 的 运算 性 质 有 


Fiz 一 zo7 -| We 一 zo)e “dr = ei” (3-11) 


同时 ,由 健 氏 道 变换 及 (3-10) 和 (3-11) 式 , 若 知 9 (和 ) 二 2x6(4) 
和 9( 和 一 2zx6(2 一 20)， 则 有 
1 f >= + | 
了 (z) 一 pe | 9(We aX 一 款 | Taree 一 
和 
f= a6 — Hed = ew 
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立即 可 知 
FPL1) = 2r6(2) C3-12) 
Fle- 2) = 2n6(% ~— h) (3-13) 
有 了 4 函数 ， 求 f(z)=1 及 f(x) 二 e-“ 的 谱 就 非常 简单 ， 和 否则、 
将 要 用 积分 再 取 极 限 , 经 元 长 的 推导 和 繁 镇 的 计算 , 才能 得 到 (3- 
12) 和 C3-13) 两 式 . 这 一 点 充分 说 明 全 函数 在 传 氏 变换 中 的 重要 作 
用 . 
根据 性 质 3. 1 和 (3-12)、(3-13) 二 式 ， 又 可 得 
er 十 ew 


FLAcoshor) 一 PC4。 了 


=4| PC 六 oY) 十 PC3e")) 


-4 到 -za 一 十 去 204 十 2 


一 A4[6(2 一 和 ) 十 52 十 和 ) (3-14) 
同 理 : 
PC4sin2oi] = AiAL6(A + ho) ~ 6(%— 1)) (3-15) 
其 中 4 为 常数 。 . 

性 质 3. 3 微分 性 质 ， 即 设 f(z), 户 (z) 均 于 (一 co,， 十 co) 上 绝 
对 可 积 ， 则 


PEF (z)] = GFE) (3-16) 
证 明 首先 证 明 
tim f(z) =0 (3-17) 
tim f(z) =0 ”3-18) 


因为 , 由 
fa) = (0) 十 | 了 (4 
而 所 (于 (一 co， 十 oo) 上 绝对 可 积 ,所 以 | “Y(6) 必 存在 ,从 而 
| (894s 与 | .PC64 均 存在 ， 故 下 列 极限 存在 
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lim f(z) =f(0) 十 | 6 《3-19) 


lim f(z) = 一 了 (0) -人 -7 (é)dé (3-20) 
假若 (3-17) 式 不 成 立 , 则 由 (3-19) 式 可 知 
,lim f(z) 二 go 站 0 
不 妨 设 常数 a>>0, 从 而 , 存在 常数 4>0 使 得 当 :之 4 时 ， 
f(z) > 子 


由 此 可 见 | “7(zaz = oo | 这 与 已 知 条 件 矛 盾 ， 
所 以 (3-17) 式 成 立 , 同 理 可 证 (3-18) 式 也 成 立 . 


再 由 (3-17) 式 、(3-18) 式 以 及 分 部 积分 公式 可 证 (3- 16) 式 也 是 
成 立 的 ， 即 


POF Co =| PC)e mde 一 wef(6) | 一 一 | four 
= | Fe wae = C2)PCF(z)) 


性 质 3. 3 是 微 商 的 变换 , 它 说 明 一 个 函数 微 商 的 傅 氏 变换 ,等 
于 这 个 函数 的 侍 氏 变换 乘 以 因子 (i). 
反复 运用 性 质 3. 3, 不 难得 出 以 下 的 推论 : 
推论 3. 1 ACCz)D 二 (以 ?RCFCz)D== 一作 PCF(z)) ,一 般 地 有 
PCF (2) = CGMPCFCE)Y (3-21) 
利用 (3-21) 容 易 求 出 be"(z) 的 傅 氏 变换 , 即 
PCA) =| De = (FC) = (i2)* (3-22) 
其 中 , FC6(z)] 二 1. 
性 质 3, 4 积分 性 质 ， 即 
rf)]= Enc) (3-23) 
证 明 因为 


£2 fC = fa 
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所 以 ,两 端 取 传 氏 变换 得 
P(E | sa)= cr 
由 微分 性 质 (3-16) 式 ， 入 
[三 | f(z)dz ]= )= sr 人 六 je) 
所 以 | 
z[| rdz]= 二 PCf(z) 
性 质 3.5 设 f(z) 于 (一 oo, 十 oo) 上 绝对 可 积 , 则 
号 PCf(z)] = PC 一 if(z)] 3-24) 
证 明 在 所 设 的 条 件 下 ,容易 验证 
Bro) = f(&)e- ae =| BU)e "0 


= CWC)e ae = FC iaf (2)) 


这 个 性 质 也 形象 地 称 为 变换 的 微 商 ， 它 说 明 一 个 函数 的 傅 氏 变 一 
换 的 微 商 ， 等 于 这 个 函数 乘 以 因子 (一 zz) 后 再 取 传 氏 变换 . 

性 质 3. 3 和 性 质 3. 5 又 深刻 地 说 明了 传 氏 变换 建立 了 微分 运算 
与 乘法 运算 之 间 的 对 偶 关 系 , 即 微 商 的 变换 等 于 i4 与 函数 变换 的 采 
积 ; 变换 的 微 商 则 等 于 一 上 = 与 函数 乘积 的 变换 . 从 而 把 微分 运算 转 
化 为 乘法 运算 . 正 是 由 于 这 一 重要 的 结论 ,在 解 微分 方程 过 程 中 起 
着 关键 性 的 作用 ， 它 可 以 把 偏 微分 方程 转化 为 常 微分 方程 ， 把 常 微 
分 方程 转化 为 代数 方程 , 降低 解 微分 方程 的 难度 ， 达 到 便于 求 微分 
方程 的 通 解 的 目的 . 

性 质 3.6 乘积 定理 . 设 PCf(z)] 一 9 00)， Flrf2(r))=g(%), 
则 


二 oo Fo +o 
| fi(z)f2 (x) dz = 元 | gi1(4)g: (4)d% = 去 | (2 gz (A dA 


(3-25) 
其 中 9 人 9) 分别 为 9 0 和 呈 (2) 的 共 罗 函 数 ， . 
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证 明 由 传 氏 逆 变 换 的 公式 (3-3) 并 交换 积分 次 序 ， 易 证 
| Tawi] 0) (EE | eftera)as 


1 +t” tm ii 
一 际 | _ 92 (Ad | fi (z)e 


1 十 om 十 oo 一 一 
pe [ne | _ filz)e “dz 


= 让 | nO 


其 中 f(z) 是 实 函 数 , 邦 f(z)=f(z), e*=e- 亿 . 
同 理 可 证 


| ~ fi(z)falz)dr = pe .| gi(4) gz CA dA 


、 性 质 3.7 能 量 可 分 (或 称 为 对 天 等 式 ) 若 9( 科 一 PCf(z)]， 
则 


sz 一 二 | lv 58 
| ceo = [lo he (3-26) 


证 明 于 (3-25) 式 中 , 令 访 (z) 一 户 (z) 一 f(z)， 立 即 可 得 (3-26) 
式 ， 其 中 19(22 上 称 为 能 量 密度 函数 (或 称 为 能 量 谱 密 度 )- 它 可 以 确 
定 函 数 f(z) 的 能 量 分 布 规律 . 

性 质 3. 8 对 称 性 . 若 f(z) 是 偶 函 数 , 则 PCf(z)])=9(2) 也 是 偶 
应 数 ; f(z) 是 奇 函 数 , 则 PCf(z)]=9(2) 也 是 奇 函 数 . 

性 质 3. 9 ” 共 缠 性 质 ， 车 函数 f(z) 的 频谱 为 9(2)， 则 7 的 频 
谱 为 (一 人 .特别 是 ， 当 f(z) 为 实 函数 时 ， 有 

9%) = .9(— %) (3-27) 
证 明 因为 f(z) 的 频谱 为 


| 一 flr)e dr -| f(s)erdz = g(— %) 


所 以 ，(3-27) 式 成 立 . 特别 地 ， 当 了 7) 是 实 函数 时 ， f(z) 二 f(z), 因 
此 ， yg()=9(— 人 0. 
这 个 性 质 说 明 ， 只 要 知道 \ 之 0 时 的 频谱 值 就 可 以 了 ,， 当 1<0 


时 ， 其 频谱 为 9(2) 一 9( 一 为 ， 这 个 性 质 在 工程 技术 上 是 很 有 用 的 . 
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因为 , 工程 技术 上 所 出 现 的 信号 f(z)， 一 般 的 都 是 实 值 信号. 

性 质 3. 10 频 移 性 质 , 设 已 知 函 数 f(z) 的 频谱 为 g(4), 则 信号 
f(z)e*w 的 频谱 为 9(4 一 为)， f(z)e “的 频谱 为 g(% 二 和). 
有 了 性 质 3. 10, 不 难 推出 f(z)coshx， 及 f(x)sin%z 的 频谱 ， 因 


为 
了 (z)cos2Moz = f(z) 人 = ew 二 f(z)e 0) 
所 以 | 
9(0D = PFCs)eos%h2] = C9 — h) 十 9 十 0) (3-28) 
同 理 
(CD = PCf(zjsina] = 2 4) — g(4 + h)] (3-29) 
性 质 3.11 设 PCf(z)]=9(2)， 则 
| ps 
FCFhz)) -Ths| 主 | z (3-30) 
1 z 
rc 主 ]) = gb (3-31) 
证 明 ”只 证 (3-30) 式 . 因为 
fcfdz] =| fe waz = 而 fe ma) 
1 ,4 
= 
. 其 中 大 为 不 等 于 零 的 任意 常数 . 


类 似 地 ，(3-31) 式 可 得 证 . 
定义 3.2 车 已 知 函 数 户 (z)， f(z)， 则 积分 


| nc ~ 00 
称 为 函数 (zx) 与 f(z) 的 裙 积 . 记 为 
| hfe — Sf fs), (3-32) 


并 且 , 由 定义 3, 2 直接 可 得 出 褐 积 符合 交换 律 、 结合 律 及 对 加 法 的 
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分 配 律 ， 即 
: fx) #% 万 (z) 一 万 (z)# f(z) 
Filz) ¥ f(r) # fr) = f(z) fz) 4 f(z) 
fi (zx) Cfilz) + Fz) =f(2) # falz) + fulz) f(z) 
性 质 3.12 褐 积 定理 . 设 万 (z)，f(z) 都 于 (一 co， 十 ceo) 上 绝 
对 可 积 , 则 . 
POf Cz) faz)) = PCF(z)) * FCF2 (2)) = 91(%) + gz(%) 
(3-33) 
证 明 根据 健 氏 变换 及 褐 积 的 定义 ;， 有 


PO fle) 一 | Co fe))e me 
= 站 (| nn Oa)e™ 


= fr 下 全 re 一 ee 
令 (一 z 一 6， 则 
| no | fe ~ be we -| | De mae 


=g (2) + gi(2) 


其 中 , 当 引 入 新 的 积分 变量 1 时 , 则 把 6 看 成 参数 了 , 即 > 一 (十 4 民 
一 必 ， 


同 理 可 证 
FOCfi(7) » f(x)] = 元 [9 (2 x* ga(%)] (3-34) 


个 性 质 在 许多 应 用 上 是 极为 重要 的 , 特别 是 通过 (3-33) 式 ， 

权时 间 坟 上 的 入 入 拓 下 这 风 条 往往 使 得 杂 复 的 问题 变 
得 简单 了 . | 

在 解数 学 物理 方程 时 ，(3-33) 式 常常 变形 为 

人 PCf(z)。RCfa(z)]) = f(z) # folz) 

后 面 在 阐述 伟 氏 变换 法 的 应 用 时 , 将 充分 运用 这 一 形式 . 

下 面 通 过 具体 例题 ,进一步 说 明和 传 氏 变换 的 方法 和 上 述 12 个 
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性 质 的 应 用 . 
例 3.1 求 6(1z) 的 傅 氏 变换 ， 
. 解 根据 公式 (3-30) 立 即 可 得 
1 


PCiCtz)] 一 TCD] = 证 


例 3.2 求 函 数 7(O) = 部 C6( 十 0) 十 64 一 0) 十 6(t 十 多 ) 十 
6(4 一 分)) 的 依 氏 变换 ， 
解 ” 因 为 
f(t) = 六 十 oa) 十 4 一 as)] 十 于 Cidt 十 5) 十 4 一 3)) 
所 以 
1 f+ 
FU)I = | C6 + a) + dt — a) Ye w+ 


1 ™ a a i 
去 | Gt) + 6 Tye a 
运用 4 函数 的 运算 性 质 可 得 


ACf(0)3 = 于 (em 十 ev) 十 于 (eg 时 十 下 只 ) 二 cosha 十 co 全 


例 3.3 证 明 函 数 f(z) =sgns 的 传 氏 变换 为 记 . 
证 明 因为 也 的 伟 氏 逆 变 换 为 


= 去 tm 2 i -二 人 cos 和 ap + 二 | 
f(z) = -| Zerg — 1 


和 oo 这 


该 式 第 一 个 积分 ， 因为 对 ， 而 言 被 积 函 数 是 奇 函 数 ， 玖 积分 值 等 于 
零 , 第 二 个 积分 为 


1 当 z 泡 0 时 
1 (+ sinhz ,， 四 
Ny “| 0 当 z 一 0 时 
一 1 当 z<0 时 . 
所 以 , 得 到 
Plsenz) 到 (3-35) 
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例 3.4 求 单位 阶 跃 函数 。 
(2) = 。 当 之 0 时 
“0 当 z< 0 时 
的 傅 氏 变换 . 
解 ” 首 先 将 zz) 变形 为 
1 1 fi 当 z 之 0 时 
ua(z) 一 二 十 本 sgn(z) 一 | 当 s 之 0 时 
由 性 质 3. 1 可 知 , 求 u(x) 的 谱 , 等 于 求 寺 的 谱 加 上 去 ssnz 的 谱 由 
(3-12) 式 知 
PC3) = 二 2x64) = 00 


由 (3-35) 式 知 


1 -414.2 1. 
PC3sgnz] 一 了 * 议 一 区 


所 以 ， 有 
pru(z)] = F 二 ) 十 PC 二 segna] xD 十 二 (3-36) 


例 3.5 求 u(z)e*: 的 健 氏 变换 . 
解 由 性 质 3. 10 可 知 
1 


Flul(r)e*) = nd(4 一 各) 十 ji 二 7 
例 3.6 求 积分 
hz =| (64 (3-37) 


的 傅 氏 变换 9(2)、 
解 ” 若 (3-37) 中 f(z) 的 谱 设 为 (1) 一 BC2 十 (2)， 又 根据 定 
义 3.2, 可 知 
h(z) = f(z) xza(z) 
再 利用 性 质 3. 12, 得 
9g) = PCf(z) su(z)] = PCf(z)]。PCa(z) 

由 (3-36) 式 以 及 5- 函数 的 性 质 ， 立 即 得 到 

一 118 一 


gC) 一 PCf(zo .PCa(z)] 一 PCD 。 Cn) 十 可 


一 BR(0)802) + A — ie 
其 中 用 到 等 式 ( 即 -次数 的 性 质 1. 7) 
PA » CMA) = FICONSCH) = RCOYGCA) 
例 3.7 求 函 数 
z 1 
f(z) = 十 | “Tu(e)de (3-38) 
的 傅 色 变换 . 
解 设 FCFCz)]=g( 和 )==RCW) 十 (和 ). 由 性 质 3.12 福 积 定理 可 
知 
f(z) = ulz) * I (z) 
其 中 ， 
! 
mw = 当 1z| 才艺 
0 其 它 
又 知 x(z) 的 谱 由 (3-36) 式 给 出 ,而 所 谓 门 函数 有 
2sin (7 村) 
ZC1H (一 一 一 一 
于 是 
1 2sin(4 地 ) 
PCF(z)] =9(4) = (rn6(N) 十 世 ] "一 一 
2sinC 荆 ) 


一 56(2) 十 一 


上 式 用 到 了 4- 函 数 的 性 质 1.7, 即 


2n6(4)sin Ch ) 


页 一 X06(4) 
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所 以 , 谱 g(4) 的 实 部 和 虚 部 分 别 为 | 
?sin(4 本 ) 

A 

采用 与 例 3. 6、 例 3.7 同样 的 方法 , 由 (3-36) 式 和 5- 函数 的 性 
质 1.7 以 及 裙 积 定 理 , 容易 推出 如 下 丙 个 活 数 的 健 民 变换 


Fulz)eoshr) 一 总 [6(4 一 2 +a04 十 2 十 天 访 


ROM) = wd(A), 1(%) 一 一 


(3-39) 
PCe(z)sinjz] = 于 C504 一 加) 一 34 十 加) 十 车 和 


(3-40) 

如 果 读 者 能 独立 地 运用 健 氏 变换 中 位 移 、 乘积 、 宰 积 等 重要 性 

质 , 从 更 简单 的 变换 对 ,验证 如 下 所 给 出 的 变换 ， 从 中 掌握 傅 氏 变换 

的 方法 , 以 及 让 函数 对 傅 氏 变换 的 重要 作用 , 无 论 是 加 深 对 傅 氏 恋 

换 理论 的 理解 ,还 是 用 于 解决 实际 问题 ,都 是 一 种 非常 有 益 的 训练 . 
(1) PCAcos: hr] 一 #4( 译 5(4 二 244) 十 6( 入 十 去 42 一 224) ] 


(3-41) 
(2) PK4sinz)oz] 一 x4[ 一 到 802 十 220) 十 02 一 二 54 一 22o)] 
(3-142) 
(3) PCenwr (A+acoshr) J =—2nCA52— mM) 二 对 0(2— 二 Th) 
十 二 560 一 和 一 和 (3-43) 
(4) Per (4 十 osinhz) 一 2r[46(2 一 知 ) 十 到 602 一 2 十 和 ) 
一 字 6(% 一 加 一 4)] (3-44) 
-ar 一 - 一 4 
(5) FCAC(l—e “))]=xA40(%) -A tinea Tn) 
(xz>0) (3-45) 


其 中 (3-41) 至 (3-45) 诸 式 中 ,4 和 a 都 是 常数 . 
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这 里 应 该 声明 一 点 ， 上 述 诸 例 中 均 有 4 函数 ， 显然 ， 不 含有 
函数 的 传 氏 变换 问题 ,只 须 用 普通 积分 法 去 算是 不 局 有 困难 的 .站 
因 如 此 ， 又 加 上 本 书 总 的 目的 是 讨论 二 函数 ， 因 此， 没有 这 样 的 例 
子 是 自然 的 . 

下 面 我 们 来 说 明 ， 只 要 适当 应 用 4 函数， 则 伟 氏 级 数 就 可 以 看 
成 情 氏 积分 的 特例 . 

事实 上 , 设 f(z) 是 以 ! 为 周期 的 周期 函数 ， 即 f(z 十 DD) = 了 (zs)。 
则 由 此 及 伟 氏 北 变 换 公式 (3-3) 就 可 以 推出 来 . 因为 swer? 一 ee， 即 
er 一 1, 故 i 二 2hrmi。 这 里 频率 只 能 取 离 散 值 , 即 


4= 和 = (k= 0, 土 1, 土 2,.…) 


因此 , 周期 函数 的 谱 也 不 再 是 连续 的 ,而 是 高 散 的 . 也 就 是 离散 谱 
用 4- 函 数 形式 表示 为 


9(4) = SD) md(2 一 2 (3-46) 
将 (3-46) 代 入 (3-3) 式 得 
十 oo 十 % Pah oo 
fz) = 二 | ,2 ad( 一 和)emdh = 记忆 | 0 一 ed 
十 oo 


< ， RE 
= 2) we = que Ts 


二 mm 一 oo kr — oo 


其 中 e,' 二 它 o， % 是 复数 形式 傅 氏 级 数 的 系数 ， 它 可 以 通过 给 定 的 
函数 7(z) 确 定 ， 其 方法 和 公式 都 与 高 等 数学 中 确定 傅 氏 级 数 的 系数 
一 样 ， 这 里 不 再 重复 . 关于 (3-46) 式 将 在 第 五 章 里 详细 阐述 . 

3.1. 3 多 元 函数 的 傅 氏 变换 

一 元 函数 的 伟 氏 变换 理论 ， 自然 可 以 推广 到 多 元 汪 数 的 到 中 
去 . 由 于 在 实际 应 用 中 ， ;经 常用 到 的 是 二 维 、 三 维和 四 维 的 健 氏 变换 ， 
因此 ,将 这 三 种 情况 分 别 详细 病 述 是 很 有 必要 的 . 

《1 多 元 函数 传 氏 变换 的 概念 . 我 们 首先 从 二 元 函数 的 伟 氏 变换 
开始 研究 ， 

设 函 数 7 于 一 <zy< 十 oo 区 起 上 绝对 可 积 , 先 将 f(z,y) 
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看 作 = 的 函数 ,就 取 人 很 氏 变换 而 言 ,把 y 看 成 常量 ,那么 ,由 一 维 傅 氏 
变换 的 理论 ;可知 


， gh ,¥) =| 和 eperee (3-47) 
再 将 gC 和 ,9y) 看 成 是 gy 的 孙 数 ,然后 ,将 gb,y) 对 9 取 健 氏 变换 , 则 有 
smsm) 一 | oC syedy (3-48) 


把 (3-47) 式 代入 (3-48) 式 , 则 可 见 函 数 gC 为 ,入 ) 与 f(z,9) 之 间 有 如 下 
关系 式 


gh ,0) =| 一 | f(s)e- orgady (3-49) 


于 是 ,我 们 称 9(2, 和 ) 是 函数 f(z, 纪 的 二 维 傅 氏 变换 ,以 (3-49) 式 表 
示 之 . 其 传 氏 逆 变 换 , 也 可 以 类 似 地 由 定理 3, 1 推导 出 来 , 即 ,由 于 


f(z' 和 ) 一 直 [三 sa ,emda (3-50) 
EL ~e0 
仿 此 ,再 对 (3-148) 式 取 逆 变换 可 得 
gD) == 读 | 00h)end (3-51) 


”将 (3-51) 式 代入 (3-50) 式 ,可 知 
f(z,y) = 地 | 六 | 9 ,aenadja Jerrdh 


-0 | | Tome nna (3-52) 


(3-52) 式 便 是 二 维 傅 氏 变换 (3-49) 的 反 演 公式 ,或 者 称 为 传 氏 逆 变 
换 公 式 . 

值得 注意 的 是 ,在 推导 (3-19) 和 (3-52) 式 时 ,我 们 是 分 别 经 过 对 
5 再 对 y 取 传 氏 变换 而 推导 出 来 的 . 这 就 是 说 ,二 维 傅 氏 变换 可 以 分 
解 成 二 次 一 维 的 侍 氏 变换 ,这 一 特点 在 应 用 当中 颇 为 重要 . 

和 二 维 傅 氏 变换 相 类 似 地 可 以 推出 三 维和 由 维 的 传 氏 变换 分 别 

gh ha, hs) = [ECR (3-53) 
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各 
1 + stert i gh El (3-54) 
Hz = cas eh ee sa dd C3- 
以 及 . 
9( 和 ,jy 各) 一 ss ee srs digded 
(3-55) 
和 
f(z,y,2,0) = 0 se Ma hs Me tat ht dN ddd hs 
(3-56) 
一 般 地 ,在 * 维 空间 里 , 设 f(ziyz，…z) 为 个 自 变 量 zz?， 
9 的 函数 ,并 且 , 于 一 ce<ma < 十 ceo, 一 co<zm<< 十 co 一 coe 扎 
x 之 十 co 上 绝对 可 积 ， 则 定义 了 (zi yz ,z) 的 傅 氏 变换 为 
gh Ms ,为 ) 一 PCf(Cziyzz， zs) 
本 le | f(z ysX29°°° Ta)e htiret™ th dr dr dr, (3-57) 
(3-57) 式 的 传 氏 道 变换 公式 为 
了 (zlyzz，…zo)》 一 PC9( 和 各， 各 ) 
加 2 i 和 | gh has ht dh dd 


(3-58) 

(2) 矢 量 表示 法 . 在 物理 .力学 以 及 工程 技术 中 ,常常 用 矢量 表示 
法 表示 多 元 函数 的 傅 氏 变换 . 这 样 , 底 能 使 公式 写 起 来 简捷 ,计算 时 
方便 ,又 特别 富有 鲜明 的 物理 或 力学 意义 . 

所 谓 矢量 表示 法 ,就 是 将 变量 = ,z;,z,…,z, 看 作 某 一 矢量 的 # 
个 分 量 ,而 把 入 ,入 ,… ,和 看 作 另 一 矢量 的 分 量 , 即 

fy 一 (Zz19729°°° Ta) sk 一 (hhh ) 

于 是 (3-57) 和 (3-58) 二 式 ,可 分 别 表示 为 


9(R) 一 PCfCr)] = [= [foesar (3-57)’ 
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fr) =P-iCg(O] = By] oer (587 
其 中 了 为 本 个 矢 量 之 内 各 ， 即 
一 和 zi 十 和 zs 十 … 十 和 zs 
(3-57)、(3- 58)" 二 式 的 维 数 不 限 ， 例如 ,在 物理 应 用 中 ,最 常用 
的 是 三 维 傅 氏 变换 ,只 要 令 
r=zi 二 yj 二 A 一 Ai 十 je 十 和 
则 (3-57)! 和 (3-58)! 就 相应 地 表示 为 


g(k) = 人 一 flr)e ”dr (3-59) 


f(r) = = ea (3-60) 
其 中 r "AR 一 2z 十 22g 十 jz, 这 些 积分 过 及 相应 矢量 的 所 有 值 . 在 三 维 
健 氏 变换 的 (3-59? 和 (3-60) 二 式 中 , 若 用 > 级 示 位 置 估 量 , 则 e"… 就 
表示 波 矢量 为 上 的 静态 平面 谐 波 (这 时 波长 ?一 入 其 波 阵 面 和 & 
垂直 . 因此 ,(3-60) 式 说 明 , 一 个 随 位 置 任意 变化 的 量 f(r), 可 表示 为 
各 种 方向 .各 种 波长 的 平面 谐 波 的 积分 和 . 由 于 (3-59)、(3-60) 的 矢 
量 表示 ,我们 给 出 上 述 物理 解释 ,就 非常 容易 理解 其 含义 了 . 
相应 的 四 维 傅 氏 变换 也 可 以 表示 为 
yk, 2) 一 scr er ara (3-61) 
和 > 
f(r) = tay | oe ma ta 3-62) 
其 中 4 和 :分别 表示 角 频 率 和 时 间 . 和 三 维 伟 氏 变换 的 物理 意义 一 
样 , (3-62) 式 说 明 ,任意 一 个 依赖 于 时 间 4 的 位 置 函 数 fr, 刀 都 可 以 
表示 成 各 种 波长 .各 种 方向 ,各 种 频率 的 简 谐 平面 行 波 的 积分 和 . 
例 3. 8 求 高 斯 分 布 沙 数 f(r)=40-*" 的 伟 氏 变换 . 其 中 ?二 
+ 
解 ” 我 们 先 求 f(z) 二 Ae-“" 的 伟 氏 变换 , 即 
TE TY 
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一 4 | exp{— a?[Cz? 十 十 二 十 (37 一 (六 )5jdz 
=4| exp{ 一 oz(z 十 和 一 (六 3) )dr 


一 = exp{ 一 az(z 十 3) /er ‘ed(z 十 iA/2a!) 
=4 Ve 
a 


其 中 最 后 一 步 用 到 了 概率 积分 
| go VA 
次 ,计算 
g (A ,ho) =| | -2*” “er tindzrdy 


-4 人 人 es a 。 e™ CA vraunqdzrdy 


+oo 
=A 全 e- Grin dy 三 ” Gis ti gy 
一 -oo0 


由 9( 罗 = 全 全。 可知 
g (hs Ve . Me ~ A nee! 
个 a a 
其 中 刀 一 好 十 时 


53) 多 维 傅 氏 变换 的 性 质 . 一 维 伟 氏 变换 的 许多 性 质 和 结论 ,者 
可 以 类 似 地 推广 到 多 维 情形 . 以 下 只 是 给 出 一 些 既 重要 又 常用 的 性 
质 和 结论 . 读者 不 难 仿照 一 维 情形 独立 地 予以 验证 . 
性 质 3. 13 ”线性 性 . 设 re 是 栈 个 不 同 的 矢量 ,a,p 是 两 个 常 
数 ,fi .fs 是 两 个 多 元 函数 (以 下 短 同 ), 则 . 
Plafilr) 十 Bfi(r)) = apCfi(r)) + BFCFCr)Y) (3-63) 
性 质 3. 14 微 商 的 变换 . 即 


7 (EO) 0) dSj<n (3-64) 


性 质 3.15 变换 的 微 商 . 即 
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却 PC(D] = Pfr)) UCICn) (3-65) 
把 定义 3. 2 关于 两 个 函数 裙 积 的 概念 ,推广 到 多 元 函数 中 , 便 得 
nonfatr) 一 站 于 | Pr 一 RPR)4R 3-66) 


其 中 R= (61,6,,… ,6.) 为 一 参 变 矢量 . 于 是 有 
性 质 3. 16 宰 积 定理 ( 褐 积 的 变换 ) , 即 
FCfi(r) # fa(7)) = FOF (rT)) » FOfa Cr)) (3-67) 
性 质 3. 17 变换 的 初 积 . 即 


FLfi(r) * f(r)) = cy zo fir)) x FPLfa(r)) (3-68) 


性 质 3. 18 分离 变量 . 即 如 果 f(r)? 可 表示 为 个 分 别 只 依赖 
zi yz2，9… 的 函数 之 积 , 则 fj) 的 倩 氏 变换 将 是 每 个 一 元 函数 变换 
的 乘积 . 数学 表达 式 为 , 若 

fr) = hr) hrs) h(x) 
则 
gk) = PCf(r)] = FCO (C21)) » FCha x3) PEh(z.)) (3-69) 
可 见 , 利 用 (3-69) 式 ,只 要 知道 了 各 个 一 维 变 换 , 就 可 以 得 到 整个 多 
维 变换 . 类 似 的 结果 ,对 任意 维 都 成 立 . 

性 质 3. 19 若 将 函数 f(r) 整 个 平移 rm, 则 其 变换 要 习 以 e=w 
反之 ,对 f(r) 乘 以 e:"' 就 使 它 的 变换 平移 干 ko. 即 , 若 f(r) 的 变换 
为 RCR) 则 


PFCfGr 土 ro)] = es* "glk) (3-70) 
和 
Pleo"f(r)) = g(k 干 ko) (3-71) 
利用 (3-70) 式 ,我 们 就 可 以 直接 写 出 函数 
f(r) = Ai(r 一 re) 
的 傅 氏 变换 为 
g(k) = er . 
并 且 ,对 任意 维 数 都 成 立 . 
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3.1 4 和 伟 氏 变 换 法 的 应 用 举例 
下 面 通过 具体 问题 来 说 明 传 氏 变换 法 及 其 性 质 的 应 用 ,特别 是 
说 明 使 用 该 法 的 条 件 及 过 程 . 
例 3.9 求 例题 3. 8 中 三 维 高 斯 分 布 函数 
f(r) = he 
的 傅 氏 变换 ,其 中 =z? 十 普 十 2 
解 ”除了 维 数 的 增加 外 ,其 方法 及 过 程 和 例 3. 8 完全 一 样 . 即 


十 oo 十 oo 十 oo 2 3 
9(2 hs, A,) =| | | Be Cr ty + Je- Wrayr 


十 oo 十 中 十 cm 
22 ， 2? 2 、 22 . 
=| Ba i | er -qdy | ea 多 -dz 
一 oo -0 —o0 


=A.~Y TY- 24s7 oY LR Mt VT 一 好 /4 
a a a 


e 


3 

[7 

A e+ — Anz 
a 3 2 


a 


40? 
这 个 例题 既 说 明 求 三 元 函数 传 氏 变换 的 方法 ,又 指明 了 性 质 3. 
18 的 具体 应 用 . 


例 3. 160 利用 傅 氏 变换 法 , 求 定 解 问题 
Pu Tu 


Er (~ or ot 0) 
u(z,0) = gp(z) (一 co <z<+ %) 
ze = ¥(z) (一 ee z+ 00) 


的 解 . 
解 将 证 定 方程 和 定 解 条 件 均 取 z 的 傅 氏 变换 , 并 令 
(2) =| usb mgz, FA) =| ps)e-madz 
$(4) = | Cz)e- mdz 
则 定 解 问题 转化 为 二 阶 齐 次 常 微分 方程 初 值 问题 , 即 


一 127 一 


diu 


一 一 2 A _ 
ulme 一 P(N) | 

du 一 - 
7 »(%) t 


这 个 常 微分 方程 的 解 为 


4 = OicosaMt 十 Pisina2 
~ 1 - 
由 定 解 条 件 可 知 C1 一 p() ,Di 一 (4). 于 是 
4 一 多 (2)cosaM 十 二 和 02)sina2 


注意 对 “上 取道 变换 时 ,等 于 如 下 两 个 道 变换 之 和 ，, 即 


F: 人 (2 «oe 及 FP- 1Ch(h cosan) 
因为 
1 
,Sina | 有 当 |z| 这 at 时 
ju = [C= 忆 
0 当 |zj 之 at 时 
而 


Sinad p10 Fa) = $7) x fo 


QQ ~ 


FP CP(%) ， 


一 | wef — sd = | Be 


z 
Pn 


64CG(2)cosa20 =) x B56Cz 一 al) 十 4(z 十 et)) 
=| gc 一 = 十 四 十 6 一 = 一 的 ] 履 
= — at) + glz + ol)) 
故 , 原 定 解 问题 的 解 为 
sz 一半 Cp(z 一 罗 十 9(z 十 o] 十 二 | WO) (3-72) 


这 就 是 我 们 在 一 般 《 数 学 物理 方程 ) 书 中 常见 的 达 朗 员 尔 公式 . 
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类 似 地 讨论 波 在 空中 的 传播 规律 ,要 求解 如 下 的 三 维 波动 方程 
的 定 解 问题 , 即 
例 3. 11 用 健 氏 变换 法 求 定 解 问题 


芝 =“[ 合 巡 + 到 ] (~ oy,2 + 0,t> 0) 
uM blo = 9M) (oo sy < oo0) 


Pt | ， 一 $CM) 《一 oo < yZ < 十 co) 


其 中 M 为 空间 域 中 一 动 点 , 即 M(z,y,2). 
解 将 证 定 方程 和 定 解 条 件 都 对 z,y,z 取 仁 氏 变换 得 
Ua (为 各 jst) 一 一 02( 凶 十 好 十 轨 )2( 力 0 Mt) 
zy 和 ,和 ,0) = 
(和 ,hs 和 10) 一世 
其 中 加 (% ;4h =F 3] ,9 一 PCo] ,一 PC( 攻 ,根据 泛 定 方程 的 通 
解 公 式 及 其 定 解 条 件 ,得 
区 


(hh ht) = cosapt 十 apsinopt 


_ DT~ , Sinapt ~ Sinapt 
本 ($ ap ) 9 ap 


注意 :002 的 过 傅 针 变换 为 和 二 ca(r 一 0 一 6Gr 十 a0)3， 其 中 "= 
VETF 二 sp= v 届 二 下 天 于 是 ,有 


wh 0 = w{* Te 一 at) — 6(r 十 a0))| 


+ $x 二-cicr 一 0) — lr 十 ol] 
又 根据 初 积 定理 知 
px TC ~ of) — or + ot)) 
= 二 由 pm VG TF 5 ~ 


~AVG- ett 6+]/ V(s~ 6 + (9— 0+ (2— ene 
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因为 VCz 一 人 :十 人 一 太一 65 十 et>0, 故 由 6- 函数 的 定义 得 
6CvV(z 一 6 十 (一 9 十 (2z 一 6 十 ab) 一 0 ‘ 
并 且 
6CV(C 一 6 十 (一 9 十 (z 一 55 一 
0 当 r 头 at 时 
oo 当 r 二 at 时 
可 知 袜 积 积分 是 展 布 在 以 MM(z,y,z) 为 心 ,at 为 半径 的 球 茵 上 的 ， 设 
5 表示 这 个 球面 ,并 作 球 坐标 变换 
> 一 上 一 psinpcosgy 
2 一 1 一 psSin0singy 
2 一 6 一 Ofcos0O 
其 中 点 (56,1,6) 是 动 点 ,P 是 点 (6,9,6) 与 WCz,gsz) 点 之 距离 . 将 其 代 
入 三 重 袜 积 积分 得 


DX 二 6G — at) — 6(r 十 at)] 
1 27 了 + 
ll ， jj jp 
rE | dg fw | 9[z 一 psin0coso ,8y 一 msin0sing' ， 
1 一 一 
2 一 ees0] Ey sinOd pr 


2> 
= fT | | [x 一 atsin0cosgy 3 一 dtsin0singy ， 


2 一 atcosO)t(at)sin0d0dp! 
1 


Axa? 
2 一 qlcos0)/t} CatY?sin0d0dp: 
1 CS ) 
一 1 ;|| 和 ¢ ds . 


2% 条 
| | {9[zr 一 atsin0cosgw' ,y 一 atsinOsingy ， 


0 


其 中 由 三 重 积分 变 为 二 重 积分 时 ,用 到 了 4- 函 数 的 运算 性 质 , 最 后 
一 步 用 到 面积 元 素 ds = p ?dw,dw = sin0d0dw . 
癌 理 可 得 
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1 ， ll p66) 
功 关 0 r+ 0 = rz 站 ds 


于 是 , 原 定 解 问题 的 解 为 
ui = 2 P6106) gs 十 让 J #6) a, 


4rra2 


(3-73) 

这 就 是 数学 物理 方程 中 三 维 波 动 方程 的 泊 松 公式 . 

从 例 3. 9 至 例 3. 11 可 见 用 传 氏 变换 法 解 定 解 问题 的 过 程 是 ， 

(1) 一 般 是 将 方程 两 庙 取 健 氏 变换 , 定 解 条 件 也 取 传 氏 变换 ,把 
偏 微分 方程 转化 为 常 微 分 方程 . 

(2) 解 所 得 的 常 微 分 方程 , 求 得 原 定 解 问题 的 变换 式 ( 即 象 函 
数 ). ， 

(3) 对 所 得 的 变换 式 取道 变换 . 这 时 一 般 地 都 要 用 到 袜 积 定理 ， 
得 到 原 定 解 问题 的 解 . 

这 个 方法 一 般 有 两 大 优点 : 

首先 ,适当 运用 5 函数 的 性 质 , 可 使 复杂 的 运算 大 大 简化 ， 

其 次 ,用 分 离 变量 法 解 定 解 问 题 时 ,过 到 定 解 条 件 是 非 齐 次 , 必 
须 先 齐 次 化 以 后 才能 求解 . 而 使 用 傅 氏 变换 法 求解 时 ,就 可 以 略 去 这 
一 步 ,即使 是 在 最 复杂 的 情况 下 ,如 方程 和 定 解 条 件 都 是 非 齐 次 的 时 
候 ,也 可 直接 使 用 该 法 求解 . 

下 面 用 傅 氏 变换 法 来 解决 第 二 章 遗 留 的 例 2. 5、 例 2.7 的 问题 . 

例 3. 12 求 第 二 章 例 2. 5 中 的 定 解 问题 


喀 = 半 号 (一 co <z<+coot>r>0) 
(B) 2 
bo = 0 多 | = Sinofd(z) (一 cc <z 二 十 'co) 
的 解 2=v(z,t, 人 7). 


为 此 , 设 v(%,t,7T) 二 FCvCz,4,7)) ,并且 , 由 函数 的 性 质 1.2 有 
dv tT) 
dt 


十 oo 
= PCsinwrd(z) =| Sinoyr6(z)e-izdz = Sinor 
t=1 一 oo 


于 是 ,对 (8B) 中 方程 及 定 解 条 件 分 别 取 传代 变换 得 
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2 
一 一 qaNv 
(C) ” 
vl = 0 也 一 Sinwy 
1 im 7 , 
解 此 常 微分 方程 初始 问题 ,得 
: Bh T) 一 一 sinahrsinor a 十 cosahrsinor 对 
a 和 a 
. sinaA(t 一 Y) 
=SINOT 一 一 一 
a 


注意 , 当 ! 一 z>0 时 ,了 一 瑟 是 脉冲 函数 
pce) -上 当 |z| <alt 一 中 时 


0 当 |z| >>alt 一 中 时 
的 傅 氏 变换 ,7 “、 即 
PCf(z)] -| fe mas = Sa 一 六 


再 由 傅 氏 变换 的 袜 积 性 质 ,z(2,t,r) 的 傅 氏 道 变换 为 
bzytyr) | Bhs romdh 
=pP CHT)) = ppsinord (2)Y 。PCfCz)]) 
=sin@ré(z) x 了 (z) =| (6)sinorb(z — 6)dé 


到 2 elt *) 


2a] ws $d 
这 就 是 第 二 章 例 2. 5 的 (2-45) 式 的 结果 . 
例 3. 13 求 第 二 章 例 2.7 中 定 解 问题 


* 这 个 式 于 显然 也 可 以 写 为 
Vz,7) 一 [sinor6(z)] f(z) =-| sinaord(6)f( — ge 


= 去 [i sinordCe) de = 3 人 “60 


本 (人 rats} 


从 而 ,第 二 章 例 2. 5 定 解 问题 (4) 之 解 也 可 写 为 


1 下 ， statt— *) 
u(r ,1) = 去 | an | 本 CE)dL 
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(一 oo 所 zyz < ot>7> 0) 
vi = f(x,y,2,7) (一 吧 雪 zyg2z + 00) 
的 解 *。 一 >"(zyyyzytr)， ， 
解 ”我 们 采用 健 氏 变换 法 解 之 ,为 此 , 记 
vhs hs ht Tt) =PFrv(2,y,2,t, 7)) 
= esp er nape 
fh hh, rT) =p[Cf(z,y,2,7)) 
= fog 2 Te rt angzdyd 
于 是 ,对 (8) 的 方程 及 初始 条 件 分 别 取 健 氏 变换 可 得 
dw _ ; 
of az( 姑 十 对 十 对 六 
vl: = 了 
解 此 常 微分 方程 初 值 问题 ,得 


~ 323， 3 
y= 二 了 Ch 


因为 


十 
| ” 1 Br /en 。 Er-idz = ee 


“~ 9a yat 
所 以 
ji pea 3 SH Doo odzdydz 
+ 1 一 
< e 至 而 ¥ e 日 dzr 站 
| 一 2a vt 一 T) 
十 加 1 关 2 2 _ 十 oo 1 站 9 
. 一 一 -一 一 一 一 2 /4 (ne | 0 4 人- Te 一 asdz 
|- 2a Vr(t ~ 7?) - -=”26 V(t — 7) 


= MD og) eM 一 下 
- < 


F (Fr je (tt ] = eT) 
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由 此 可 知 
vrstyzstsT) = vb Ms Mt 7)) 


7rd (a me ee | 


es | 


=f(z,9)2)7) * | ry 
这 样 定 解 问题 (C) 的 解 就 求 出 来 了 ， 


$ 3.2 拉 氏 变换 


3.2.1 拉 氏 变换 的 概念 


傅 氏 变换 虽然 有 许多 很 好 的 运算 福 质 ,用 处 也 极 广 ,但 是 ,由 于 
它 有 两 大 缺点 ,因而 在 应 用 上 还 是 受到 很 大 的 限制 . 第 一 ,要 求 象 原 
函数 于 (一 00, 十 oo0) 上 绝对 可 积 之 条 件 过 强 , 许 多 函数 ,其 至 象 多 项 
式 . 三 角 函 数 、. 单 位 函数 .线性 函数 等 极为 简单 的 函数 ， 都 不 能 满足 这 
一 条 件 , 从 而 ,严格 地 说 ,都 未 必 能 作 健 氏 变换 ;第 二 ,要 求 象 原 函 数 
在 整个 数 轴 上 有 定义 ,但 是 ,在 许多 实际 应 用 中 ,如 物理 、 无 线 电 技术 
等 方面 ,许多 以 时 间 : 作为 自 变量 的 函数 ,常常 是 于 4<0 时 是 无 意义 
的 ,或 者 根本 就 不 需要 考虑 的 ,这 样 的 函数 都 不 能 取 其 传 氏 变换 、 

为 了 克服 上 述 两 大 人 缺点, 人们 就 想到 对 已 知 函 数 (CD 加 以 改 
造 , 即 矢 以 因子 x(Oe- (ao>> 0). 由 于 x(O 是 单位 函数 ， 就 可 以 使 象 原 
函数 的 定义 域 ,由 (一 co, 十 co) 变 为 [0, 十 co). 又 由于 e“(o>0) 是 
激烈 衰减 函数 ,因而 ,有 可 能 使 其 变 为 绝对 可 积 . 

因为 象 原 函 数 的 改变 ,引起 了 核 函数 和 积分 区 域 的 变化 ,从 而 引 
入 了 所 谓 拉 普 拉 斯 变换 . 

设 函 数 fQ) 于 C0, 十 co) 上 有 定义 ， 为 了 取 传 氏 变换 ， 将 其 开拓 到 
整个 数 轴 , 即 令 
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ro 当 1 之 0 时 
R5= | 当 , 二 0 时 
男 设 +r 汪 0, 并 令 
> -全 7 当 4 之 0 时 
f(D =e "FD 0 当 !< 0 时 


则 由 传 氏 道 变 换 公 式 ,得 
fd = 去 全 -eax EA 
基 
e-"f(t) = 元 | ea | re"e- ma 
故 得 | 
f(0) = 去 [~ (| 0 (3-74) 


于 (3-74) 中 令 ?一 7 十 轴 ， dp 一 A( 注 意 r>>0 是 常数 ), 从 而 , (3- 74) 式 
可 以 改写 为 


10 = | er {fe "a (3-75) 
这 里 的 积分 应 理解 为 主 值 积分 , 即 
a era 
于 (3-75) 式 中 , 记 
rop) = | .fC8)e-nas (3-76) 
则 (3-75) 式 变 为 
0 = 下 | re (>0) (3-77) 


于 是 ,由 (3-76) 式 所 确定 的 将 f(z) 变 为 Gp) 的 积分 变换 式 称 为 拉 普 
拉 斯 变换 (简称 为 拉 民 变换 ). 记 为 CC), 亦 即 


LE) = | CLG 


而 将 f(O 的 拉 氏 变换 PCp) ,还 原 为 f(4) 的 积分 变换 (3-77) 式 , 称 为 
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fC7) 的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 . 记 为 上 ![F(p)), 亦 即 
r+ioo 
Licr(p) = | rp)erd 
于 是 可 见 
#00) = ZICP(OD] = THECFCOD} 


和 传 氏 变换 一 样 , 称 f() 为 初始 函数 或 象 原 函 数 , 而 (zp) 则 称 
为 变换 函数 或 象 函 数 . | 


3.2. 2 拉 氏 变换 存在 定理 


前 面 只 是 借助 于 形式 地 推演 ,引进 了 拉 普 拉 斯 变换 的 概念 . 为 了 
使 其 具有 严格 的 理论 基础 ,有 必要 从 数学 上 进一步 加 以 阐述 . 

首先 可 以 肯定 , 拉 氏 变换 存在 的 条 件 要 比 传 氏 变 换 存 在 的 条 件 
弱 得 多 ,但 必 竟 还 是 要 有 一 定 的 条 件 ,那么 ,一 个 函数 究竟 具备 什么 
样 的 条 件 , 拉 氏 变换 一 定 存在 呢 ? 为 此 , 先 给 出 初始 函数 的 确切 定义 . 
”定义 3.3 设 f(0) 是 定义 于 (一 co, 十 co) 上 的 实 变量 ! 的 复 值 函 
数 ,我 们 把 满足 下 列 条 件 的 函数 f(9 电 做 拉 氏 变换 的 初始 函数 ， 

1 当 过 0 时 ,7 在任 一 有 限 区 间 上 连续 或 分 段 连续 ; 

2。 当 t<0 时 ,FF(O 一 0; 

3 存在 1M>0,S>>0, 使 得 

f(D 1 委 Me's (— oo<it<+ %) 
这 里 so 称 为 (2) 的 增长 指数 (或 称 增 大 指数 ). 

从 应 用 的 观点 来 看 ,大 多 数 描述 物理 过 程 的 作为 时 间 ! 的 函数 
f(t) ,都 适合 对 初始 函数 所 要 求 的 条 件 1* 和 2°, 至 于 3", 由 于 f(0 所 描 
述 的 物理 过 程 ,总 是 从 某 一 时 刻 开 始 ,因此 ,为 方便 计 , 总 可 以 把 开始 
时 刻 取 为 零 . 所 以 ,f(t) 于 t 字 0 上 有 定义 ,至 于 必 0 时 了 (无 意义 ， 
则 可 以 补充 定义 ,使 f(O) 一 0， 
定理 3. 2[ 拉 氏 变 换 存在 定理 】 设 f(0) 为 初始 函数 ,so 为 f(4) 的 
增长 指数 , 则 象 郧 数 PCz) 在 半 平 面 Rep>s。 上 一 定 存 在 ,此 时 积分 


上 ;re 绝对 而 且 一 致 收 但 ,PLp) 于 这 半 平 面 内 为 解析 西数 
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( 即 rz) 在 这 半 平 面 内 处 处 可 求 导数 ). 

证 明 于 任意 Rep 一 sa, 由 

1f(CoOe-“| 扫 [fC | le- “+ | < Me'r: 。 6 = Me 

而 积分 | ”Mew 二 是 收敛 的 ,所 以 ,积分 | ， foe" 于 Rep> 
内 收敛 ,而 且 是 绝对 收敛, 亦 即 象 函数 P(7) 于 半 平 面 Rep>* 上 一 定 
存在 . 

又 由 含 参 变量 广义 积分 的 性 质 可 知 ,对 任意 在 半 平面 Rep>>s 
的 po 点 , 恒 存在 8,, 使 Reps>s1>s, 有 积分 | ”7(De-xat 一 致 收敛， 
并 且 


| 总 cc 
因为 | ,Mie “md 收敛 ,于 是 ,根据 维尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 判 
别 法 可 知 


一 fC) (一 We-*| 声 Mie- “oY 过 te 


十 oo 9 _p 
| | Wie Jat 
于 Rep 之 st 上 一 致 收敛 . 从而,F(p) 于 Rep 之 si 处 的 微 商 存在 , 且 
F' (7) =| EA LOT mL 
特别 地 ,于 ?=z 处 (po 是 满足 Repo 沁 so 的 任 一 常数 )F(p) 于 半 平 面 
Rep>s 上 为 解析 消 数 . 
推论 3.2 设 PP) 是 拉 氏 变换 的 象 函数 , 则 
lim FC) =0 (3-78) 
证 明 由 定理 3.2 的 证 明 中 ,于 Rep>>so 时 ,有 


| sce viel< M 
0 , S0 


一 


im_P(P) 一 limA(z) 一 0 
这 个 推论 说 明 , 并 非 任何 函数 都 可 以 作为 象 函 数 FCp). 例如 , 非 
等 常数 (1 除外 ) 或 p 的 多 项 式 显然 不 能 是 任何 初始 函数 的 象 函数 . 
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定理 3. 3[ 拉 氏 逆 变换 存在 定理 ]】 ” 设 f(0) 是 拉 氏 变换 的 初始 申 
数 ,P(p) 为 其 象 丁 数 , 则 有 


f(D) 一 二 [Tr wear 
其 中 积分 路 入 为 任 一 直线 Rep 一 a>so,s0 为 (6) 的 增长 指数 (如 图 3 
-1) 
证 明 ”由 拉 氏 变换 的 定义 可 知 


1 十 ioo ， 1 4 十 调 
7 | _ Flp)erdy 一 lim na tCPerdp 


= lim a | (fe rae)Jerap 


Re 2 
令 p= 二 a 十 议 1 


lim > | (Cereal Jerrmid 


Rom LAL 
= lim | ea | ew Ce- “fe) de 
因为 e-“*f(E) 于 (一 co0 ,十 co) 上 绝对 可 积 , 且 f(&)e ”于 (一 0%， 
十 ce) 上 按 段 光滑 ,从 而 ， 满足 傅 氏 积分 公式 要 求 的 条 件 , 所 以 有 
| ”PCp)erdp=e im 二 | “， ema 一 e-m Ce-“f(e) ae 
eCe- “0 fC0) 
定理 3.2、 定 理 3. 3 分别 给 
出 拉 氏 变换 和 逆 变 换 存 在 的 条 
件 , 有 两 点 应 该 特别 强调 的 , 即 ， 
第 一 ,所 说 的 条 件 仅 是 充分 的 , 亦 
即 若 条 件 不 满足 , 拉 氏 变换 或 赣 
变换 仍 有 可 能 存在 . 例如 了 (0) = 
小 2 在 0 委 ! 魏 7 内 不 是 分 有 自 连续 
的 ,但 LC] 还 是 存在 的 ;第 
二 ,只 要 拉 氏 变换 存在 , 它 总 是 唯 
一 的 ,然而 这 对 逆 变 换 却 未 必 成 图 3-1 
立 ,不 过 可 以 证 明 ,如 果 两 个 函数 有 同样 的 拉 氏 变换 , 则 它们 不 能 在 
任何 一 个 具有 正 的 长 度 (不 管 是 多 么 小 ) 的 区 间 上 相互 不 同 ,这 个 结 
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论 常 被 称 为 勒 奇 (Lerch) 定 理 . 该 定理 实际 上 是 指出 ,在 实际 应 用 中 ， 
可 以 认为 逆 变 换 本 质 上 是 唯一 的 ,特别 , 若 两 个 连续 函数 具有 相同 的 
拉 氏 变换 时 , 则 它们 必然 是 伍 等 的 ， 

例 3.14 求 下 列 各 函数 的 拉 氏 变换 : 

(Ca) f=e": (CD) 一 cosotli 《cfCt)sinol; (dg) 了 (t) 一 
sinicost 


解 ” 根据 拉 氏 变换 的 定义 即 (3-76) 式 ,分 别 计算 如 下 
(a) LLe') =| .eer 


和 pa 0 PpP—a 
其 中 假定 p 一 a 之 0, 即 p>a. 
GD) 对 pz>>0, 我 们 先 求 所 的 拉 氏 变换 , 即 
L{e'™) =| ee 
0 
=| eo 一 ee *” =-_1 — (3-80) 
0 2 一 各 lo 2 一 了 
即 
| ~ (cosex 十 ssineot Ye "dt 
Itio_ 
十 一 产 十 下 十 关 二 就 
然后 再 取 实 部 ,就 有 
一 Pp 
了 [cosawt] = FF (3-81) 


Cc) 根据 (8) 中 结果 有 LCsinwl) 二 -全 . 
P+ 


《4) ”因为 sin24=2sintcost, 所 以 sintcost 一 Fsin2 故 由 (ce) 的 结 
果 可 得 


， _1 ; 1 2 1 
L([sinticost) 一 TLCsin2 一 也 六 二 | 


例 3. 15 求 单位 脉冲 函数 5(O 的 拉 氏 变换 . 


解 ”根据 (3-76) 式 ,并 利用 上 函数 的 性 质 , 有 
L060) -| Oct = e-“| ,=1 (3-82) 


由 此 可 知 ,5- 函 数 的 拉 氏 变换 为 1 该 例 还 告诉 我 们 , 象 函 数 8(?) 一 1 
的 初始 函数 是 5(z). 那么 ,还 可 以 得 到 任何 非 零 常数 4 的 初始 函数 
为 46(z). 这 一 点 在 后 面 许多 例题 的 实际 运算 中 要 经 常用 到 . 


3. 2. 3 拉 氏 变换 的 性 质 


拉 氏 变换 的 几 个 重要 性 质 ,在 实际 应 用 中 都 是 不 可 缺少 的 . 下 面 
逐一 地 介绍 ,为 了 叙述 上 的 方便 ,凡是 要 求 拉 氏 变 换 的 函数 ,假设 都 
满足 初始 函数 的 条 件 要 求 , 并 且 ,把 这 些 函 数 的 增长 指数 都 统一 地 取 
为 s 

性 质 3. 20 ”线性 性 . 设 f(t),9(D 均 为 初始 函数 ,上 且 ZrCf(O0] 一 
PCP),7C9(CO] 一 CG(p), 则 对 于 任意 不 全 为 零 的 常数 %.p, 便 有 

LEaf Ct) + Bg (DY = apCf(z)] 十 81C9(O] 
L :Cap(p) 十 BOC(P)Y = a CF Cp)) 十 BDICGCP)] 

只 要 应 用 (3-76) 和 (3-77) 二 式 易 证 . 这 个 性 质 说 明 函 数 线性 组 
- 合 的 拉 氏 变换 ,等 于 各 函数 拉 氏 变换 的 线性 组 合 ， 

性 质 3. 21 微 商 的 变换 . 对 任何 自然 数 4, 只 要 f(x), 天 (4)， 
j(0，…fo (0) 千 为 初始 函数 , 则 有 

LO CD] 一 PCfCD] 一 六 27(0) — pf (0) 
一 …… 一 加 (0) (3-84) 
式 中 (0) (二 1,2,… ,x 一 1) 应 理解 为 fim fC ( 亦 即 六 5 C0 十 0) 


(k=1,2,.… ,8 一 1)), 更 着 有 了 (0)= 所 (60) 二 二 1*-?00)==0, 则 
PCf (CD)] = pLOO)) 
证 明 用 数学 归纳 法 证 明 如 下 : 
当 z 一 1 时 ,有 


(3-83) 


* 亦 即 当 f(z) 在 上 = 0 处 不 连续 时 ,f(0) 应 理解 为 f(0 十 0), 以 下 同 . 
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十 oo 
LCF C0 = | Ye- 地 
十 oo 十 oo 
， -| 了 (lt)de . 


=| Ws nqf(t) = f(te-" 
=— (0) +p | ”f(Derd = LC — fF(0) 


其 中 fl2)e "一 0( 当 too 时 ). 
设 当 »=k 时 ,结论 成 立 , 即 
LUVDY = pL ~ pf(0) — pf (0) 
| — fC0) 
要 证 当 + 二 k 十 1 时 ,结论 成 立 . 事实 上 
LOCH =L(0 (0)Y) 
: =pLC® 0) 一 f° (00) 
=p{F LOO — pf(0) — pr ?pf (0) 
0 frD(0)) f° 0) 
一 BIDCf(D)] 一 pf(0) — pf (0) 
— pf 0) 一 foo(0) 
于 是 ,由 数学 归纳 法 可 知 , 对 任意 自然 数 nx,(3-84) 式 都 成 立 . 
这 个 性 质 提 供 了 将 foO 的 微分 方程 转化 为 PCp) 的 代数 方程 的 
强 有 力 的 方法 . 使 拉 氏 变换 法 在 解 常 微分 方程 和 解 偏 微分 方程 中 有 
着 广泛 的 应 用 . 
例 3.16 应 用 (3-84) 式 , 求 函数 fj(z) 一 六 的 拉 氏 变换 ,其 中 :是 
正 整 数 . 
解 由 于 f(0)=f 00) 一 … 一 了 -2(00)=0, 而 fo(z) 王 曲 , 所 以 
LORID = LOF® (5)) = pLCFC2)Y) 一 了 17(0) 
— pf (0) 一 … — F000) 
即 
LR) = pL = pLEz') 
又 知 : 
LGD = HLCD 一 外 
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故 
L[k Ek 
rz = SL = 站 Ge >0) 
性 质 s. ?2 “变换 的 微 商 . 若 PCp) 一 zfC(D, 则 , 
POp) = LC OF) (3-85) 


证 明 由 于 F(p) 于 半 平 面 Re(p)>>s。 上 解析 ,因此 ,FCp) 于 此 半 
平面 上 可 对 ? 微分 任意 多 次 .此 外 ,对 于 半 平 面 Re(z) 之 s 的 任意 点 
Pr 全 存在 5, 使 得 当 Re(po) 2 盖 中 时 ,积分 | ~ LC)e-rd 于 
Re(lp) 之 3 上 一 致 收敛 (而 tf(t)e-* 对 t 按 段 连续 ,对 了 连续 ), 因 而 ， 
可 于 积分 号 下 求 微分 , 故 | 

FW(p) = (— | ~ f(D)e rdt = LC(~— 1):f0)) 

这 个 性 质 说 明 , 只 要 LCF()) 为 已 知 , 则 多 项 式 p,() 与 f() 之 积 
的 拉 氏 变换 就 可 求 得 . 事实 上 , 设 pC 二 mt 十 a st 1! 十 … 十 ait 十 ao， 
则 

ZKp (Ci)F(GD] = LF) + a LE 1f0)) 
十 … 十 aLGf(D) + oo LF)) 
一 (一 rap pp) 十 (一 1) 10 pe-n(p) 
十 十 qa( 一 1)F'(p) 十 aop(p) 
例 3.17 已 知 Le 一 二, 求 Leo). 
解 ” 由 性 质 3. 22 可 得 
Ler) =LC(- Diten) = C1)LCC 1) en) 


dD ,, sd/ 1 
= Le = CD) | :| 
(-1):n! 
(pCO— Bo) 
_ 
(2 一 po)"t! . 
特别 是 当 p=0 时 ,有 7 一 六 ,这 与 例 3. 16 所 得 结果 一 致 . 


性 质 3. 23 积分 的 变换 . 设 LCF(2))=F(p), 则 
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一 (-17) 


cf | “(846)]= 二 PCB) (3-86) 


证 明 设 (6)= | 76 改易 见 它 是 初始 函数 , 且 
g(t) 一 了 (0，9(0) 一 0 
由 微分 性 质 可 知 ， 
7C 0] 一 ?CGO 一 5% 0) = pLC9C0)) 
即 


cee) = 5 | ,res]= FLY = rd) 
推论 3.3 反复 应 用 (3-86) 式 ,又 可 得 


ce | | re 人 = Bron) (3-87) 
性 质 3. 24 变换 的 积分 . 若 | ”P(p)dp 收 敛 , 则 有 
| 一 Pt = (A) (3-88) 


其 中 ,7 适合 Re(7T) 之 a 之 s,s 为 了 (0 的 增长 指数 ,上 限 十 co 是 指 
Re(T) 一 十 oo. 


证 明 因为 
上 room 


而 不 等 式 右 端 积分 收敛 与 7(Re(T) 之 a 汪 >so) 无 关 , 故 由 维尔 斯 特 拉 斯 
(Weierstrass ) 判 别 法 ,可 知 积分 | ， flt)e "dt 关于 TT 在 Re(7) 之 a>> 
so 上 一 致 收敛 .于 是 ,交换 积分 顺序 有 


| pOp)dp =| Tap | pe- 
7 有 0 


十 oo 
< 委 4f | etote “dé 


-J noe fe ro 
-| ei) 


这 个 性 质 说 明 ,只 要 知道 (2) 的 拉 氏 变换 PCz), 则 并 吕 的 拉 氏 变 
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换 便 等 于 | 。 FCp)ap. 
1 


例 3. 18 Bre —e")=L(e")— Le = 


求人 = = ). 
解 ”由 性 质 3. 24 可 知 
i )-, 2) 
=mn|S=2| = ss : 


性 质 3.25 ”相似 定理 . 即 ,对 于 任意 常数 a>>0, 人 恒 有 


LCF (a)) = TpCE) (3-89) 


证 明 设 at=7t, 则 有 
oo +™ 一 MT -一 二 CW 1 和 
了 Crf(Col)] =| f(at)e "dt 一 襄 | 了 (t+)e dt 一 六 PC 二 
其 中 ,只 有 es>0 时 , 才 有 当 上 从 0 变 到 十 co 时 ,也 从 0 变 到 十 co. 
性 质 3. 26 ”延迟 定理 ， 即 , 对 于 任意 r>0, 伍 有 
L[f({— 7) =e "Fr(y) 
证 明 注意 到 7(0 是 初始 函数 ， 所 以 , 当 t<t 时 ,f(t 一 7)==0. 
i 一 + 二 4, 则 有 
LUG — 7)) =| ,fC — re "dt 
=| fC 一 rt)e "dt =| fC ye rat 


(3-90) 
令 


一 e ” | , f(t)e mdb = e "p(y) 


例 3.19 已 知 u(z) 是 单位 函数 ,而 
f() 二 ACu( 引 十 w(t 一 人 十 uli 一 27)】 (4 为 带 数 ) 


求 LGCOO). 


* 此 处 用 到 了 推论 3.2 的 (3-78) 式 . 
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解 ”根据 性 质 3. 20 和 性 质 3. 26 有 
LOY =A{LCDY 十 ECad — DI 十 Lad — 27))) 
二 1 人 er = 4 一 8 了 一 27r 
=4(= 二 + ] yl te" +e™) 
性 质 3.27 位 移 定理 . 对 任意 复 常 数 Po , 伍 有 
Lewf (0) = PC — po) .3-91) 
证 明 根据 (3-76) 式 直接 得 证 , 即 
FECewf(tO)] = | fewe- 吧 = | ”f(De- om = pOp— po) 


〈3-90)、(3-91) 二 式 说 明 若 初始 函数 的 自 变量 经 延迟 后 的 拉 氏 
变换 ,等 于 原初 始 函数 的 拉 氏 变换 乘 以 因子 e-"; 如 果 象 函数 延迟 了 
z, 则 等 于 初始 函数 乘 以 因子 es 的 拉 氏 变换 . 该 二 式 在 应 用 上 会 给 
我 们 以 很 大 的 方便 . 


例 3.20 由 例 3.14() 和 (ec) 知 了 了 Csino0 王 一 一 一 Fe Leo) = 
2 , 试 求 民 Ce- xino 门 和 研 Ce- xcosat]， 
解 ”根据 (3-91) 式 就 可 以 直接 写 出 其 结果 


了 [exsinawl] = 0 


(7 十 和 ?十 匀 
i .Pp 十 4 
Lle “cosot] 于 7 二 部 
根据 定义 3.2 及 (3-32) 式 , 拉 氏 变换 也 有 如 下 类 似 宰 积 的 定义 
和 定理 . 
定义 3.4 设 已 知 户 (0 及 产 (0 都 满足 当 !<0 时 , 户 (O 王 户 ( 人 一 
0 的 条 件 , 则 积分 
| Sf — Dar 
称 为 f1(4) 与 f() 的 礼 积 , 记 为 
| DF — Tar = f(t) ¥ f2(0) (3-92) 
这 个 定义 从 形式 上 看 与 传 氏 变换 的 褐 积 定义 相 类 似 , 实 际 上 是 
不 同 的 ,不 过 根据 所 给 的 条 件 , 从 傅 氏 变换 的 裙 积 定义 出 发 ,经 过 简 
一 145 一 


单 变形 就 会 看 到 拉 氏 变换 褐 积 的 定义 必须 是 (3-92) 式 的 形式 . 事实 
上 ,由 定义 3. 2 得 


f1(0) ¥ f2 C6) =| _PcopPd 一 Y)dr 


+| fDilt 一 Da +| EA A 
由 所 给 条 件 当 过 0 时 ,有 (= 和 0)=0, 所 以 
ROPEAO AGAC — tar 


性 质 3. 28 。” 实 积 定理 .已 知 CCG)=Pi(p) ,LCf2(0)]=F(p)， 
则 有 

LOCfiC0) ¥ f2(0)) = LF) » LO)) 

7 ICRP) * FCp)) = f(t0) x folt) (3-93) 

证 明 首先 ,因为 fC、f2() 均 为 初始 应 数 时 ,所 以 ,可 以 证 明 

加 (OO* (的 也 是 初始 函数 ,因此 ,只 须 证 明 .0 、f( 罗 满足 初始 函数 
的 三 个 条 件 即 可 . 而 条 件 1 .2 显然 成 立 . 现 证 条 件 3°, 取 so 为 方 (0、 
fa(0 的 增长 指数 中 较 大 的 , 则 有 


| | cord 一 rdr 


<M | were nar =M | 一 After 
= (Mie ")e™o < 有 er 
其 中 M,M* 均 为 正 的 常数 . 故 玫 
(2 # fz( 引 为 初始 函数 . 

其 次 ,因为 有 1(z) * f(z) 是 
初始 函数 ,于 是 有 
LEfi C0) # f2C0)) 
=| ,eu fF -dr 


显然 ,积分 区 域 如 图 3-2 所 示 ( 阴 
影 部 分 ), 交换 积分 次 序 , 并 令 
ti 一 TY 一 2 得 


ECf CD # 有 (9 =| fn (| Ht 一 erai]dr 
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十 oe 十 m 
= 站 par 人 eofcoa 
0 0 
十 oo 十 om 
=| ferar [fed = P,P) Pal) 


另 一 个 式 子 比较 易 证 ,此 处 从 略 . 
推论 3.4 已 知 ZCfCO] 一 PC DCg(O] 一 GCC) ， 则 


LF FO xgG0)]= PL ，ZC9(D] = PP(p)G(P) 
(3-94) 
证 明 设 h(0)=f() x oO 一 | ,f(Dg( 一 ?dr, 从 而 知 A(0) 一 
0, 于 是 , 按 性 质 3. 21 微 商 的 变换 定理 知 


[到 CGO 0 )]=L EAD)= pL 一 MO0) 
一 PLUGOD * 9(0)) = pF(p)G?) 


鉴于 2D 一 (0)9GD 十 | ,CnDdr, 代 入 (3-94) 得 
LLCOILCG DY = F090) +| yn Yar 


(3-95) 

《3-95) 式 便 是 著名 的 特 阿 梅 尔 公式 . 

根据 上 述 诸 性 质 , 一 般 来 说 ,已 知 初始 函数 , 求 其 拉 氏 变换 ,困难 
不 会 太 大 . 即使 很 难 求 其 拉 氏 变换 的 初始 函数 ,我 们 也 可 以 查 表 求 
之 .下 面 再 举 几 个 例题 说 明 如 何 灵活 运用 上 述 性 质 , 求 其 拉 氏 变换 . 

例 3.21 计算 7 :Ce-”PF(p)] 

解 因为 。”=e "1=e-*LC6(D)),P(p)==L[f(2)), 所 以 

7 :Ce mmPCp)] 一 大 -5{e- “CCD)DZCFCD] 
一 6 — qa) sx 了 (1) 
当 0<o 委 :时 


Ot ~— a) x f(t) = | sc 一 GD)fKE 一 sar 


=| ac — f(t — rdr +| sc 一 070 ~ rdr 
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+| gr — a)f(t — rdr 
$ 
中 0 
-| 6T — a)f(t — rt)dr = f(t — a) 


当 t<a 时 ,dC 一 a) * 了 ( 力 一 0, 于 是 
f(t 一 0 当 0 这 a1 时 


Li!Ce-*F(p))= 


3 0<t<? 
例 3.22 若 -| .2<t<4, 求 LO). 
0 i>4 


解 ”根据 所 给 函数 ,有 
LO) =| Fle- rat +| “fer +| f(De-rd 


=| ‘3 nd +| ‘(— De +| 0 .exd 
2 是 


3(1 —e 7?) er 人 一 6 
了 


4 
+0= 


例 3.23 已 知 LC6(D] 王 1, 求 (ea) LC6(t 一 4)D ;C5)LC6' (DD. 
解 根据 (3-90) 式 及 4- 函数 的 运算 性 质 有 
(a) LC — 4)) =| 0 一 ex 
=e mL 一 em (3-96) 
再 根据 性 质 3. 21 拉 氏 变换 的 微 商定 理 有 
(4b) EC (0)I=pLCS() 1 60) 
由 性 质 3. 21 的 注解 可 知 4() 于 t=0 处 是 不 连续 的 ,所 以 6(0)= 


6(0 二 0) 二 0, 又 LC60))=1, 于 是 ,得 
ZrCe' (0 一? (3-97) 


3. 2.4 拉 氏 逆 变 换 的 求法 


在 实际 应 用 中 ,常常 遇 到 已 知 象 函数 求 初 始 函数 的 问题 (3-77) 
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式 就 是 这 一 问题 的 一 般 公式 , 由 于 右 端 积分 是 一 个 复 变 函 数 的 积分 ， 
计算 这 样 的 积分 是 比较 困难 的 . 但 是 , 当 其 象 函数 P(p) 满 足 一 定 条 
件 时 ,我 们 可 以 提供 如 下 两 种 求法 ， 

1. 留 数 法 . 也 就 是 可 以 用 留 数 的 方法 来 计算 (3-77) 式 右 端 的 积 
分 , 亦 即 有 : 

定理 3.4 若 pvpes… sp 是 象 函 数 P(P) 的 所 有 奇 点 (适当 选取 
7 使 这 些 奇 点 全 在 Re(p) < 的 范围 内 )， 且 当 pg 十 co 时 ， P(2) 一 0， 
则 有 


了 十 ioc xd 2 ， 
TD = gi |, Fl(p)erds = 2 ResCF(p)e") (>0) 


(3-98) 

证 明 如 图 3-3 所 示 , 闭 曲线 C 

一 /十 Cr,Cs 是 在 Re(p)<<r 的 区 域内 

半径 为 有 的 圆 弧 , 当 有 充分 大 后 ,可 

以 使 R(z) 的 全 部 奇 点 包含 在 闭 曲 线 C 

围 成 的 区 域内 . 同时 ,er 在 全 平面 上 解 

析 , 故 (pye* 的 奇 点 就 是 (zp) 的 奇 
点 . 由 复 变 函数 论 中 的 留 数 定理 可 得 


中 F(p)erdp 一 ari ResCh(p)e") 


即 | 
a (| ropera +| Fp)erdp |= > ResCP(p)e”) 


于 上 式 左 端 ， 取 8 一 十 co 时 的 极限 ， 并 根据 复 变 函数 论 中 的 约 当 引 
理 , 当 上 心 0 时 ,有 


lim | F(p)erdp = 0 
有 -~ 十 oo Ca 
从 而 ,有 
1 r+ ico 2 
| ret = DRescp(pe) (>0) 
?ico 1=1 ?= 


这 就 证 明了 该 定理 : 
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特别 是 当 象 函 数 P(p) 为 有 理 函数 时 , 即 设 P(7) 一 级 呈 ,并且 


4(p) 、B(p) 是 互 质 的 多 项 式 ,4(?) 的 次 数 低 于 BC?) 的 次 数 , 则 由 B(?) 
的 根 的 情况 不 同 ,而 有 两 个 计算 公式 : 
(1) 若 次 多项式 B(p) 的 % 个 根 Pis P29°°° spPa 都 是 单 根 时 , 则 有 
fo = (人 )= > A (3-99) 
这 个 公式 易于 证 明 , 由 留 数 的 计算 方法 ， 得 
fC2) -> | ye 一 = > Ee 一 Blps) "| 
pp 
A(p) pt | 
一 > B' (py:) 6 
(2) 若 pi 是 BC) 的 一 个 m 阶 零点 ,petrispn+z，…,PB 是 B(p) 的 单 
替 点 , 即 [Al 是 休 吕 的 m 阶 极点 ,p=m 十 1,m 十 2,…,#) 是 它 的 单 极 
点 ,由 留 数 的 计算 方法 , 知 


A 六 4(p) ，， 
FL) 一 克 (se)= ,> B' (9 ee 十 


1 d= -1) A(y) _ 
十 Cm 1)! dp en((p— mn) Bor) ] (£ > 0) (3-100) 


《3-100) 的 证 明 涉 及 的 知识 面 较 广 ,这 里 不 予以 证 明 . (3-99)、 
(3-100) 二 式 都 称 为 海 维 赛 (Heaviside) 展 开 公式 , 这 两 个 公式 在 用 拉 
民 变 扫 解 和 分 方程 时 ,要 经 常用 到 

例 3. 24 已 知 PP 一 7 T 殖 ' 求 它 的 初始 函数 f(2). 


解 ” 因 为 B(p) 二 pCp 一 1)?, 所 以 ,p= 二 0 是 BCp) 的 单 根 ,p=1 是 二 
阶 极点 ,于 是 ,由 (3-100) 式 可 得 


__ 了- 1 1 
f0) =L ' (sy 3]= re Tie” 


0 


+ tim 在 ((p 一 Le] 
=1 + lim A 1 十 tim (Se 一 六 
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= 十 ed 一 ID) (>0) 

例 3.25 已 知 PP)=? 十 5 十 了 1, 求 初始 画 数 7、 
解 由 拉 氏 变换 性 质 3. 26 ,可 得 

FD) 一 Z:CP(D] = Lp + 7 十 三 


+ ) 
天 十 和 
一 Y (b 十 56(9 十 到 sin2t 


其 中 右 端 第 一 项 用 到 (3-97) 式 ,第 二 项 用 到 (3-82) 式 ,第 三 项 用 到 例 
3. 14 的 (@) 的 结果 . 

2. 部 分 分 式 法 . 这 个 方法 也 针对 象 函 数 P(p) 是 有 理 分 式 的 形式 
而 言 的 . 因为 R(p) 是 有 理 分 式 ,就 能 通过 部 分 分 式 的 方法 ,将 其 分 解 
为 若干 个 简单 的 易于 看 出 其 象 原 函数 的 (特别 是 分 子 为 常数 的 ) 分 式 
之 代数 和 . 再 根据 拉 氏 变换 的 性 质 3. 20, 即 拉 氏 逆 变 换 的 线性 性 质 ， 
就 可 以 求 出 各 初始 函数 ,这 些 初始 函数 的 代数 和 便 是 r(p) 的 初始 应 
数 . 下 面 通过 具体 例子 说 明 该 方法 . 

例 3.26 已 知 AP) 一 3, 求 初始 函数 fC0). 

解 ” 容 易 看 出 其 分 解 式 子 ,就 不 一 定 按 部 分 分 式 的 步 又 去 作 了 . 
如 Rp) 一 -二 2 显然 能 看 出 它 可 以 分 解 为 

Fl(p)=1— 

而 对 后 一 项 来 说 p= 一 2 又 是 一 阶 极 点 . 所 以 ,有 

fl) = 一 六 (~ $0) 一 

=6(t) 一 2e-2 


AN 2 一 
例 3.27 设 R(D) 一 一 7 生生 求 它 的 初 蛤 数 1CD) 


解 ET + + 十 5, 为 了 确定 符 
定 系 数 4.8.C, 将 上 式 右 端 通 分 ,得 
2 一 4 一 4(p? 十 1)(p 一 3) 十 Bp 一 2)(p 一 3) 
+ Clp — 2)Cp+ 1) 


2 
[5 ze]| 
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这 是 一 个 便 等 式 , 对 于 一 切 ? 值 都 成 立 ,所 以 ,相继 令 p=2、3、 一 1. 解 


= 4 po 1 rm 了 
得 4 一 一 可 ,5 一 一 言 ,C 一 可 ,于 是 


加 2 一 4 
70 =L le aie = 可 | 


一 —] 7 
t+) 


4 1 


. 
例 3. 28 设 PCP) 一 吕 节 全 二 申 二 7, 求 其 初始 函数 70)， 


解 这 是 一 个 假 分 式 , 首 先 将 其 变 为 整 式 再 加 一 个 真 分 式 , 即 
亿 十 57 十 9p 十 7 2 1 
十 DG 十 2 一 ?十 2 十 证 5 十 证 
两 端 取 道 变换 ,得 


pf 十 Sp 十 9p 十 7 
7 = Tt) 


=L p+ L722 +L (+ 二 (让 ] 


一 4 (0 十 25(0) 十 2e-a 十 e-， 
§ 2 
.29 水 六 :if 下 十 8 十 26p 十 22 
例 3.29 求 7 (二) 
解 将 所 给 之 象 函 数 的 分 子 分 母 进行 因 式 分 解 ,得 
7 :到 十 8p? 十 26p 十 2 
”MP 二 IF 二 Ip 二 8 
= (+ DE+Dp+4 +r +12 +14) 
(p17(p+ 2 pt 4 
pl Pp? 十 12p 十 14 
一 六 (1 十 再 二 DG 二 DO 直人 |] 
1 3 3 
?FI tra 


= + L(+ (53)- D7 zh 


=L(1 十 


=6(0) 十 ee 十 3e™? 3e-* 
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除了 上 述 两 种 求 初始 函数 的 方法 外 ,还 有 查 表 法 . 
这 里 要 特别 指 出 的 ,同样 的 是 将 计 荆 府 末 障 的 亦 潜 去 求解 :如 求 


P(P) 一 和 条 检 天 要 要 用 和 人 分 家, 
~ 二 腥 必 Fe 四 本 RE jo i 
P(E Si th 


2 
一 ER 1 戏 羡 
1 2 
于 是 .各 容易 地 看 册 条 妈 归 为 、， i 
f(t) 一 LLF(P) = oem 了 


十 Be deih 全 Ey 和 


另 如 F(p)= 要 用 和 和 类， 在 过 下 之 前 也 要 变形 为 
便于 查 表 的 形式 ， 即 人 、 站 


和.(n) - [下 的 和 二 家当 
还 必须 考虑 凡 ( 了 再 延迟 nm 一 一 2 才 旺 总 及 ,所以 ,根据 (3- -91) 成 拉 
氏 变 换 的 位 移 性 质 得 | 


| 


fC) = -Jo sn 


因此 ， 无 论 使 用 什么 方法 ， 有关 知 拉 氏 寝 换 的 性 且 | 


一 和 一 


3.2.5 多 元 函数 的 抗 氏 变换 


和 健 民 变换 一 样 , 拉 代 变换 也 容易 推广 到 多 元 函数 的 理论 中 去 . 
并 且 , 二 元 .三 元 .四 元 函数 的 拉 氏 变换 . 在 实际 应 用 中 是 常 磁 到 的 ， 
因此 ,我 们 的 讨论 ,还 是 先 介绍 二 元 函数 的 拉 氏 变换 ,然后 相 类 似 地 
推广 到 三 元 .四 元 以 及 多 元 函数 的 拉 氏 变换 . 

我 们 考虑 定义 于 区 域 :之 0,y 之 0 上 的 函数 f(z,9) ,并 令 


wz) = flz,0)ig(z) = (2 


wo 一 fn 一 [下 
函数 f(z,y) 关 于 变数 y 的 拉 氏 变换 用 了 (=,p) 表 示 , 即 
f(z,p:) = f(z,y)e dy 
而 关于 = 的 拉 氏 变换 用 PP 代表 , 邯 
Plpi,y) -| 了 (zyg)e "dz 
二 维 拉 氏 变换 记 为 PCp ,zz), 即 
Pomp =| renperoerooaa (3-10D 


假定 p1 与 pz: 具有 相当 大 的 实数 部 分 ,以 保证 (3-101) 式 右 端 积分 的 
收敛 性 , 这 时 我 们 称 (3-101) 式 为 二 元 函数 f(z,y) 的 拉 氏 变换 . 
f(z,y) 称 为 象 原 函 数 ,R(pi,p) 称 为 象 函 数 . 并 上 且 , 当 f(z,9) 满 足 一 定 
条 件 时 ， 有 如 下 扩 全 的 性 质 ， 即 


+~wof 十 oo ， 
| 0 | ¥ Dy ortnndrdy == ph (psps) — Golp1) (3-102) 
+t” of — (p+ Pa) | 
0 0 By randzdy = pF(pi,p2) — pOo(p) 一 GCC) 


(3-103) 


十 om『 二 mm 
| 。 | He oa = pF(pisp:) 一 Holp2) (3-104) 
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| .| 人 fe opaaty = HF(p yzz) 一 pHolps) 一 Hi(p) 
(3-105) 
其 中 Go(p)=L[g0(2)) ,G1(p1)=LU0g: (2)), Holp1) = L Ohols)), Hlp) 
=L[0h (Cy). 
并 且 , 由 (3-101) 式 车 知道 象 函 数 PCp,p) 求 f(z,9). 在 假定 拉 
氏族 变换 存在 的 条 件 下 ,可 以 形式 地 推出 反 演 2 公式 为 
f(x.) = L-1CF(g, ,p29) 


1 Ta 二 ion ritioo ) 
一 一 全 | _ er I A >)e Gstaady, (8-106) 


其 中 六 一 Relp1) ,r=Re(ps), — neargp an, — rargp <n, 只 须 候 
设 P(pP) 于 某 半 平 面 Relp1)>>a,Relps)>as 内 是 有 界 的 ,这 里 固 
然 提 到 了 P(p ,ps) 应 该 满足 的 一 些 条 件 ,其 实 ， 我 们 在 推导 (3-101) 
至 (3-106) 诸 式 中 ,都 是 纯 形 式 地 推导 , 而 今后 的 任务 是 ， 按 上 述 诸 公 
式 算 出 的 结果 ,只 要 验证 满足 要 求 就 可 以 了 . 而 这 些 条 件 由 于 比较 复 
杂 , 一 般 不 去 讨论 ， 特别 是 工程 技术 人 员 在 运用 这 些 公式 时 ， 货 是 如 
此 . 因此 ,这 里 我 们 也 不 装 述 了 .. 
根据 二 元 范 数 拉 氏 变换 的 公式 (3-Ii) ,不 难 类似 地 写 出 三 元 
四 元 ,…, 元 函数 的 拉 兵 变换 如 下 
ZKf(z, 扩 z)] 一 PCB pi, ps) 


= 人 resoerwerwsnoasas (3-107) 
L[Lf(z,y,2,t)) =F(pi, p25 p33 74) 
= [fy er rmt rayazas 
: (3-108) 
一 般 地 ,n 元 函数 的 拉 氏 变换 为 
L[f(zis 722,°" Za) 一 Pp rp Pp) = 
中 Ga ? 光 2 9 sXe)e Titoat te dz dr dy, (3-109) 
仿 公 式 (3-106) 也 可 以 类 似 地 写 出 (3-107)、(3-108) 和 (3-109) 诸 式 
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的 逆 拉 氏 变 换 公 式 : 这 里 从 赂 0 i 
(230432.6 拉 氏 变换 法 的 应 用 举例 


“对 湛 朗 换 法 有 着 没 为 广 演 的 应 用 ， 下 出 仅 失 向 个 方面 通过 身体 
例题 说 明之 

(1) 宪 物理 向 题 中 前 包 用 . 诉 多 办 汉 奖 及 疯 数 学 杰 凶 往往 归结 
带 初始 条 件 的 线性 微 耸 方 检 杰 求 它 的 入 ， 笠 氏 变换 壮 是 竺 别 看 
的 . 
(304 1 例 3. 30: 设 图 3- 半 的 机 械 系 统 ,最 初 是 滔 止 的 ,在 单位 冲击 力 4 
a ,不 计 阻 尼 ， 小雪 二 本 说 

- 解 由 咎 顿 第 二 定律 ,得 


《1 : ee og 的 
he | 对 于 读 : 2 Ra 


二 
:了 


氏 变 换 得 ， 


| Eh + tx py ny i 
其 中 XCp》 :ae dt, 解 关于 的 人 


(CS 
(ER 
CD = i = 1 oR 
(E01 ar A 
再 取 拉 氏 道 变 ， 有 


| 
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0 = L-!(X(p)) -+ ML | 


这 这 家 的 机 村 系统 的 运 方 - 并 县， 
的 简 谐 运动 

假如 我 们 不 在 之 0 的 时 间 范围 内 ,而 改 在 人 > 0 时 建委 
时 ,那么 ,方程 初始 条 件 部 有 改变 ， 即 变 为 ”“ 


站 和 z 十 kz 一 0 《Et 之 0) : 


初始 条 件 为 x(0) 一 0, (0 十 0) 一 二 .这 是 因为 我 们 认为 冲击 力 4g) 


已 经 作用 过 了 ， 它 在 二 0 时 ， 使 物体 初速 度 突 然 册 0 增加 到 十 ， , 解 这 
个 微分 方程 得 到 的 运动 规律 与 上 尚 解 得 的 运动 规律 党 全 相同 - 

例 3.31 如 图 3-5 的 电路 ,其 中 电源 在 i= 0 时 输入 一 个 脉冲 电 
压 为 Vo5(1), 斌 求 电流 的 表达 式 . 

解 ”由 物理 中 电学 的 基 尔 霍 夫 第 二 了 和 建立 分 方程 


LE+Ri= Vo) | 
其 中 了 为 电感 ,8 为 电阻 ,初始 条 件 为 K0) 一 0. 方程 两 端 取 拉 氏 变换 
得 人 
Lpi(p) + RD) = Vo 
其 中 0D =， dy i 


1(7) = Fi- rT RD 


再 取 拉 氏 逆 变换 , 便 得 该 问题 的 解 为 ， 
一 Te T 


下 面 我 们 再 介绍 一 一 个 求解 限定 源 扩 散 问 是 的 信和 分 方 入 家 向 

题 . 在 半导体 扩散 工艺 中 , 硼 、 磷 是 慢 扩 散 的 ， 由 于 杂质 扩散 深度 远 远 

小 于 奸 片 的 厚度 ,所 以 ,讨论 杂质 穿 进 硅 片 的 二 面向 里 扩散 时 ,可 以 
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不 考虑 另 一 面 的 存在 . 虽然 硅 片 是 非常 薄 的 - 但 还 是 把 它 看 成 是 无 限 
厚 的 . 这 样 就 把 硅 片 的 内 部 当做 半 无 界 空间 , 所 谓 限 定 源 扩散 ,就 是 
只 让 硅 片 表面 层 上 已 有 的 杂质 向 棱 片 内 部 扩散 ,不 让 新 的 杂质 穿 过 
硅 片 表面 进入 硅 片 . 这 类 问题 便 是 半 无 界 空间 z>0 中 的 定 解 问题 . 
即 

例 3. 32 求 定 解 问题 


= (z > 0,t> 0) 


ulz,0) = godlz 一 0) (z > 0) 
的 解 . 其 中 om 是 每 单位 面积 硅 片 表层 原 有 杂质 的 总 量 
解 ” 延 拓 到 全 空间 得 


F = (一 oo<z<+cot>0) 
寺 j。 一 2po6(z) | 

其 中 侦 延 拓 为 . 
godlz 一 0) 当 z> 盖 0 时 
godlz 十 0) 当 z<0 时 
以 i 为 变量 ,z 为 参量 ,对 泛 定 方程 作 拉 氏 变换 得 


avU 
WO— or) 一 a’ z=0 


u(z,0) = | 


其 中 0=| ， uwe "ti 这 是 一 个 关于 = 的 二 阶 非 齐 次 常 微分 方程. 
改写 为 


设 凡 、D 分 别 为 该 方程 的 一 个 特 解 和 所 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 . 则 
由 常 微分 方程 理论 可 知 


Ui= Me 十 Be 


V ? 取 其 某 一 分 支 , 若 为 复数 时 取 Re Vp >>0. 
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根据 参数 变易 法 ,可 得 特 解 为 


s - 1 
Us =— 6 二 上 - 0 


HA 


_ 
te | ,7 
其 中 一 co<s<p<z<< 十 co. 值得 注意 的 是 上 述 积分 变量 “ 是否 在 


(oz) 及 (bp,z) 之 内 暂 不 知道 ,这 里 也 是 形式 地 运算 结果 . 于 是 , 常 微 
分 方程 的 通 解 为 


2 


UV=U + U= A Be- 5 


人 
e | 6(&)dé 


/2 E Gi 
te | Des) 
a p 


因为 ,由 题 意 知 当 z 一 co 时 ,U 必须 有 界 , 即 当 z 一 十 ce 时 ,Z 有 界 , 必 
须 取 4=0 及 a> 十 05. 当 z 一 一 co 时 ,为 了 保证 VU 有 界 , 必 须 取 B=0 
及 bp 一 一 co. 于 是 , 当 = 一 co 时 有 

Po 


-一 Ey ” 2 
一 一 as ”一 一 CC « (EdE 
VP 


[3 2 2 
十 | Po oeg(e) de 
agi 四 


二 oa i? 
一 6 | Po ee 人 


Fe | pga)de 
~ to ho -eng d 
| - Vi (ede 
” a -ee-Dg 
+| -7 V7 (E)dé 
再 由 5- 函数 的 运算 性 质 知 
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为 了 求 定 解 问题 的 解 ， 
需要 求 0 的 拉 氏 北 变 
换 ， 因为 UV (Pp) 二 
poe? /fa Vr (zx> 
0) 是 多 值 函数 ,? 一 0 是 … 
支点 ,因此 ,不 能 简单 地 
使 用 求 留 数 方法 ,而 需 
要 如 图 3-6 那样 ,将 沿 
L(Re(7) = 二 b 这 0) 的 积分 
分 解 为 沿 Cu BCyC;;B' 
2 及 Cun,C. 等 6 条 曲线 : 
的 积分 和 ,值得 庆幸 的 
是 ， 通过 复 变 画 数理 论 可 以 证 明 (此 处 省 咯 ) 溢 曲线 Cn、 Cn CC- 的 
积分 , 当 *~*co 时 , 均 趋 于 零 . 而 沿 下 和 柬 5" 的 积分 分 别 考虑 如 下 
在 5C 上 , 设 ?一 一 和 ,8 一 argp 一 并 苑 V p =i V%. 于 是 


元 A 


—ib’) 


图 3 6 


在 PC 上 , 设 p 一 一 和 %,argp 一 一 ,VY.? 一 一 w》 ,于 是 
ev 


Rr VR 
ef 
=-— | < od 
a r V 和 


所 以 ， 当 有 R~ 十 cr 一 0 时， 有 
j= 殉 二 一 ‘ei | ,eicos os =— 2 A 
二 四 i i 


这 就 是 说 ， 我 们 取 U(p) 的 逆 变 换 时 ， 有 


, $+ioo 
u(x,0) 二 7 CC] = 去 [* ‘We 


_ 29o V ees, 。 1 
avVit 


2 


Do -21425 
=- /i / 

(2) 一 般 微 分 方程 的 拉 天 变换 解法 . 用 拉 代 变换 法 解 微分 方程 ， 
其 实质 是 暂 不 去 求 它 的 解 , 而 是 先 取 拉 氏 变换 . 其 目的 是 将 常 微分 方 
程 转化 为 代数 方程 (若是 储 徽 分 航程 则 先 转化 为 常 微分 方程 的 定 解 
问题 ), 使 之 降低 问题 的 难度 ,以 便 简 化 其 运算 . 经 过 解 代 数 方程 (或 
常 微分 方程 ) 求 得 象 函数 ， 再 取 拉 氏 志 变 换 ,最 后 求 得 条 原画 数 ,得 到 
微分 方程 的 解 下 面 我 们 青 通 过 两 个 例题 加 以 说 有 师 : 

例 3,33 质点 必 作 直线 振动 ， 恢复 力 与 位 移 成 比例 ,为 了 亏 便 
设 比例 常数 为 me. 在 时 刻 4 一 hrG 二 0,4 吕 …) 时 ;该 质点 受到 大 小 
为 。 的 冲击 力作 用 . 设 初始 位 移 与 初速 度 都 为 0, 并 设 + 不 是 2 的 整 
数 倍 , 若 不 计 阻尼 , 求 该 点 的 运动 方程 z=z(4). 

解 ” 在 :的 每 一 个 值 ,质点 受到 的 冲击 为 为 a5(t 一 tr) ,所 以 ,mM 
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点 作 直线 振动 时 , 受 力 的 总 和 为 。 Doc 一 br) ,于 是 ,由 牛顿 第 二 定 
律 建立 方程 为 
m 上 十 mo 一 a — kr) 


其 中 初始 条 件 为 z(0) 一 守 =0. 
对 方程 两 端 取 拉 氏 变换 得 
mpXCp) 十 metX(p) = ae im 


t=0 


这 里 X(p) 一 | ze-rat ,而 等 式 右 端 的 拉 氏 变换 ,根据 拉 氏 变换 
的 线性 性 及 位 移 性 质 得 

an LL6G 一 br)] 一 dy em 
而 上 一 站 二 一 0 


Si 1 
2 le” 
于 是 , 解 关于 X(p) 的 代数 方程 得 


Xn) = 1 


m (p+ wo)(l—e ™) 
又 因为 不 是 rm = 红 的 整 信 数 ,所 以 ,X(p) 的 极点 是 p = 0,p = 


2nm 


土 io,p 一 22 (其 中 4 二 土 1, 士 2,…) 并 且 都 是 一 阶 的 . 


利用 留 数 定理 Resf(z) = lim(z 一 a)f(z) ,并 用 洛 必 达 法 则 , 求 


出 函数 X(p)e* 在 这 些 极 点 上 的 所 有 留 数 ,再 由 拉 氏 道 变 换 =(0 = 
:CX(p)D) 及 欧 拉 公 式 便 得 到 


1 , 
z(t) = [二 一 wcosw(t 十 万)/2sin 字 
= 2r OOT1 
+ 2 Fi ) 
这 就 是 质点 M 的 运动 方程 . 
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刻 


如 果 微 分 方程 的 阶 数 较 高 ,用 拉 氏 变换 法 解 ,其 优点 更 是 明显 可 
见 . 

例 3.34 解 vy 十 29 中 十 y 二 sint, 其 中 8(0) 一 1,1 (0) 一 一 2， 
(0)=3,y"(0)=0. 


解 ” 对 给 定 的 微分 方程 两 端 取 拉 氏 变换 ,并 利用 初始 条 件 ,得 
Cp'Y(p) 一 下 (1) ~ p(— 2) 一 ?3) 一 0 


十 2CP7(p) ~ p(1) 一 5 
将 其 化 简 整 理 为 
_ 1 P27 二 Sp—4 
DT 


= lp) 2(p + 1) + (4 2) 
(P+ 1 和 CP +1) 
-1 Fd 4p 一 2 
Tt 
已 知 
ff 1 ， 1 
L- Li]- Bsint 一 tooct 一 于 eint 
(二)= 2tsint 一 sint 十 tcost 
(3 二 i]= cost 
I! (#1)= 2saint 
所 以 


yD) = I (9) = (1 +4 Bt)eost 


一 [号 一 2+ 下 sint 
(3) 微 分 方程 组 的 拉 氏 变换 解法 . 
例 3.35 用 拉 氏 变换 法 求 油 分 方程 组 
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m+y+z:=0 


网 + di 了 一 —y 于 3 > 兰 > 和 | 


a 站 
A tn 


当初 条 件 为 60) 一 19(0) 二 2(0) 一 0) OD) = 0 时 的 
解 . 的 交 的 ， 


解 设 LCz())= X(p), Ly =Y(p), L326; 对 加 耻 
组 取 拉 氏 变 换 得 上 和 ， 
pzX(p) 一?XC0y 二 机 十 yo +4. 2 0 
.六 (yp) 十 PYCp) ~ YD TP) 
XCp) 十 T(p) 十 PZ(p) 一 Z(p) = ‘0 
这 样 就 把 微分 方 翟 纸 经 过 取 拉 质变 换 后 转化 为 关于 X(p) 、 了 (p)、 
Z(C2) 的 代数 方程 组 , 即 
(Pp 1 TT DX(p) tTYCp) 二 2(p)=0 | 
Rt Y= 
Rp HY pt (p17) .0 
A 


ei 


1 


解 此 方程 组 得 
3 i 2 ~ ， 
P+ DD 四 
ji 二 和 本 人 
-1 
易 见 (py) 有 ? 产 V 2 ,z 一 一 V 了 ,p 一 bm 一 一 ;等 1 个 -时 训 
点 ,用 贸 数 法 求 其 拉 锋 道 变 换 为 “ RD 
3p™ 
() = > Res CK ge 
z > ‘cs CXF)e" = a 73 ， 
ye 
(FP 二 1 全 生机 入 站 生 韦 于 入 人 必 
pe” 
(pC—iDO(p— 2)|, 


X(p) 


人 
~ 


Y(p) 一 2(CP) 一 


十 
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人 广大 全 投 江 十 晤 工 有 -六 注 次 主 许 妇 
. 6 A 
2 VB lie 
CD + 
人 和 
Ei nd 
汪 呈 和 时 a 1 家 入 区 dl 江 机 吝 国 ?8 
酌 旺 有 和 各 沁 台 圭 ， 和 Fah 容 
y(t) = 2(D = 一 2 十 cost -深信 个 杭 星 
中 主流 re 上 


1 eb 守 我 们 交大 
mn nd 于 A 

1 两 种 变换 在 解 题 中 的 过 程 和 步 双 ， 原则 上 是 固定 格式 化 了 . 
即 无 论 是 那 种 变换 ,其 解 题 过 程 中 都 要 惠 循 以 下 四 步 ， 

人 @ 根 据 自 变 量 的 变化 范围 及 其 定 解 条 件 的 具体 情况 ,选取 适当 
的 变换 , 自 变 量 的 变化 范围 , 傅 氏 变换 要 求 在 (一 co, 十 ce) 内 变化 ; 拉 
氏 变换 要 求 在 (0, 十 ce) 内 变化 “此 外 ,同时 要 考虑 定 解 条 件 的 形 
式 ,由 拉 氏 变换 的 微分 性 质 (3-84) 式 知 ,要 对 某 个 自 变 量 取 拉 氏 变 
换 ,必须 在 定 解 条 件 中 给 出 当 该 自 变 量 为 零 时 的 函数 值 及 有 关 的 导 
数值 . 

@@ 对 定 解 条 件 取 相应 的 变换 ,使 之 成 为 新 方程 的 定 解 条 件 ， 

轿 解 关于 象 函数 的 方程 (代数 方程 或 党 微分 方程 ) 求 出 象 函数 . 

@ 取 象 丁 数 的 递 变换, 得 到 原 定 解 问题 的 解 ( 即 象 原 函数 ). 取 逆 
变换 时 ,主要 方法 是 依靠 积分 变换 表 及 积分 变换 的 有 关 性 质 . 

2。 在 积分 变换 中 引入 5- 函数 ,使 积分 变换 法 在 解 微分 方程 时 
更 加 有 效 . 本 来 积分 变换 法 对 于 解 微分 方程 是 极 有 用 的 方法 ,但 是 运 
算 时 常常 会 遇 到 困难 ,许多 非常 简单 的 函数 不 能 进行 积分 变换 或 者 


-iiAN 


* 关于 拉 氏 变换 ,还 有 一 种 所 谓 的 双边 拉 氏 变换 ,其 积分 区 则 为 (一 co, 十 co), 不 过 不 
常用 .这 里 介绍 的 只 是 限于 经 常用 的 所 谓 单 边 拉 氏 变换 . 
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没有 象 原 函 数 ,如 1 就 不 能 进行 传 氏 变换 , 拉 氏 变换 中 的 象 函数 了 . 


(p) 二 1 不 存在 象 原 函 数 . 当 引 入 了 4 函数 之 后 ,就 都 有 意义 了 , 即 
FL1) = 2x6(87)? FIC1) = bz) 
LC6(z2)) = 1， LC1) = 6(2) 
这 样 ,就 使 得 积分 变换 法 如 虎 激 肥 . 
、 ”3 - 因 篇 幅 所 限 以 及 本 书 的 宗旨 的 要 求 , 积 分 变换 中 的 一 些 内 
容 ,例如 初 值 及 终 值 定理 ,传递 函数 、 求 某 些 广义 积分 的 值 等 内 容 ,这 
里 都 不 介绍 . 

4” 通常 积分 变换 还 包括 有 梅林 变换 (Mellin_transform)、 汉 克 尔 
变换 (Hankel-tarnsform) ,但 最 常用 的 还 是 伟 氏 变换 和 拉 氏 变换 , 因 
此 ,本 书 关于 后 两 种 变换 的 内 容 也 就 不 介绍 了 . 有 兴趣 的 读者 可 查阅 
书后 参考 书 . 
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第 四 章 ” 解 数学 物理 方程 的 
格林 (Green) 函 数 法 


5- 函数 在 数学 物理 方程 的 理论 及 其 求解 方法 中 ,有 车 广 泛 的 应 
用 . 本 章 只 讨论 诸 方法 中 与 二 函数 的 联系 极为 密切 并 且 具 有 广泛 应 
用 的 方法 一 一 格林 (Green) 函 数 法 . 

数学 物理 方程 ~ 一 这 里 主要 涉及 三 种 典 再 的 数 党 物理 方程 即 执 
传导 方程 ,波动 方程 和 位 势 方程 (包括 拉 普 拉 斯 方程 与 泊 松 方程 ), 无 
论 包 种 方程 , 究 其 根本 ,无 非 都 是 某 些 物理 规律 的 数学 描述 . 

近代 物理 主要 是 研究 各 种 各 样 的 场 的 变化 规律 ,而 数学 物理 方 
程 , 则 正 是 物理 上 的 源 与 其 所 产生 的 场 之 间 的 内 在 联系 的 数学 描述 ， 
由 于 在 物理 上 任意 源 所 产生 的 场 ,都 可 以 看 成 点 源 所 产生 的 场 的 送 
加 . 因此 ,点 源 所 产生 的 场 的 研究 是 起 着 基本 的 重要 作用 . 而 所 谓 格 
林 函 数 的 物理 背 最 则 表明 , 它 是 点 源 所 产生 的 场 的 数学 表示 . 因此 ， 
通过 格林 沙 数 的 某 种 数学 形式 上 的 先 加 ,可 以 研究 任意 源 所 产生 的 
物理 场 的 变化 规律 ,这 就 是 所 谓 格林 函数 法 的 实质 . 于 是 ,我 们 也 称 
格林 函数 为 点 源 函 数 , 称 格林 函数 法 为 点 源 函 数 法 . 鉴于 格林 函数 所 
起 的 基本 作用 ,人 们 又 称 它 为 基本 解 . 

由 此 可 见 , 格 林 函 数 法 ,其 实 也 是 从 局 部 分 析 过 湾 到 总 体 结 果 的 
一 种 类 似 于 古典 分 析 中 的 “ 微 元 法 * 的 一 种 方法 . 因此 , 它 不 仅 物理 意 
义 相 当 鲜 明 ,而 且 使 用 起 来 又 相当 灵活 方便 . 此 外 ,通过 这 种 方法 所 
得 到 的 结果 ,在 数学 形式 上 往往 非常 简洁 ,从 而 既 利于 应 用 ,也 便于 
理论 分 析 . 

对 格林 函数 法 的 论述 ,习惯 上 是 采取 描述 稳定 过 程 的 定 解 问题 
与 非 稳定 过 程 的 定 解 问题 ,分 头 独立 叙述 的 方式 ,而 不 注意 去 沟通 它 
们 之 间 的 联系 ,这 样 就 使 得 方法 所 涉及 的 范围 ,也 往往 比较 窜 , 来 龙 

一 167 一 


去 脉 也 常常 交待 得 不 够 深 透 . 这 就 势必 影响 人 们 对 格林 函数 法 这 样 
一 个 有 着 广泛 应 用 ,而 又 行 之 有 效 的 方法 的 理解 ,掌握 和 运用 . 为 了 
进一步 说 明 入 函数 在 格林 函 教 法 中 的 重要 应 用 ,本 吾 将 介绍 一 种 对 
三 类 奥 型 数学 易 名 为 各 的 将 朵 国 往 衣 统 一 动 翰 的 芒 法 . 它 不 仅 进 
一 步 揭示 了 精 林 国 效 法 航 4 函数 的 六 狂 联系 ,从 而 认识 5- 函数 在 格 
林 丁 数 讼 中 的 重要 作用 ,而且 便于 读者 对 这 种 方法 的 掌握 和 应 用 


4 1 禄 人 问 题 的 Green 要 和 reen 4 硬 雪 法 


i ， 4 1 和 Green 函数 与 ren i 


一 .格林 画 数 的 双 进 Se 
我 们 其 二 维 交 是 为 例 ， 人 
的 引 浊 ,考虑 


| 0 入 i - tt ‘> oy: - 
a 


Hi we i pst) 
提 法 加 原理 可 外 ,为 了 于 定 解 问题 CA) 只 须 求解 定 解 问题 


9 | 人 ih 

《B44 Oe 
uo = p(t) Cito) i (4-2) 

海 定 解 问题 、 

gs 党- 区 + etet>0y 

wl =) | ot) 

并 且 . 


和 ux,t) = (zt 十 zz (zy 人 由 a 人 3) 
”首先 利用 传 氏 变 措 ， 求 定 解 问题 (B) 的 解 - 为 此 人 和 
初 和 条件 《4 2) 两 端 对 取 情 氏 变 换 ， 井 记 为 “” 

= POE) 


— i68 一 


| ei 各 1 守 术 二 RY 
则 得 证 


i 人 := {rs 


UT to 一 $0% 
解 此 常 微分 方程 的 初 值 问题 ,得 
(4 = BA) 
再 对 (2,0 取 全 民利 变换 ,并 利用 关系 式 ，， ，， 


Fre 6 人 二 Eee :Ch 0);. 


以 及 情 民 这 村 的 术科 公民 和 十 角 问 是 (前 解 为 和 
i = 22] = ppde ny i ; 汪 


一 六 ‘ree (a a i | 


2 214s 站 四 


中 


. = + (oo 六 


2 霹 | 00ere oe 044) 
根据 第 二 章 $ 2.3 所 述 之 村 只 美原 更 及 该 市 定理 2.2 的 说 明 ， 为 了 


求解 定 解 问题 4C》, 只 须 先 求解 定 解 何 题 


i ab ,9 1 四 ， 
ole -=e | rt ， 
| ,= f(zyr) (oo<z < 二 00A, a 
的 解 v==v(z,ti,7) ,并且 a 
vz (z ,1) =| "ec， t, Tadr | (4-5) 


仿 定 解 间 题 (B) 的 解法 ， 外 对 来 得 定 解 问题 (之 解 为 


ECzy tyT) 一 一 二- 一 | > 一 (《z- 0 2407 Ge- 9g 
2a VFtt 一 T7 16 ne ‘ 


再 按 (4- 5) , 定 解 问题 (的 解 为 
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us (7,t) i | pes,r)e- -oa nge (4-6) 
4 26 VAt— TY -” 
由 (4-3)、(4-4)、《4-6) 可 知 ,所 论 定 解 问题 (4) 的 解 为 


ulz,t) -=| ee (4 
-= 2a Vt 


-ee 《274e2(e 一 ) 
+| 可 一 于 PA 3 了 (TD 下 
由 此 ,不 难看 出 ,函数 


ceb0 一 1 ee (4-7) 
a bi 


在 求解 定 解 问题 (4) 时 ,起 着 基本 的 重要 的 作用 . 事实 上 ,为 了 求解 
一 维 热传导 方程 的 初 值 问题 (4) 的 解 , 只 须 将 初 值 函 数 2%(2) 乘 以 
G(x,6,0), 将 自 由 项 f(&,7) 乘 以 G(z,2,t 一 7), 并 分 别 作 它 们 的 某 种 
形式 的 积分 之 后 ,再 相 加 即 可 . 确切 地 说 , 即 


us) =| ose D960 a 


t 十 o 
+ | ec DC (4-8) 
容易 证 明 
有 = (oo<z<+oot>0 (49) 


也 就 是 说 , 画 数 C(z, 昌 于 一 co<z*< 十 cot>0 上 满足 一 维 齐 次 热 
传导 方程 . 鉴于 6(z,6, 少 在 求解 一 般 的 一 维 热 传导 方程 的 初 值 问 题 
中 ,所 起 的 基本 作用 ,因而 , 称 GC(z,6,0) 为 一 维 热传导 方程 初 值 问题 
的 基本 解 或 格林 函数 . 


显而易见 
lim GCzs6l) = | 当 * 关 时 
0 二 当 Z 一 < 时 
”然而 却 不 能 由 此 立即 得 出 
GOT,E0) | or 一 6 一 6) (4-10) 


的 结论 . 这 是 因为 按 4 -函数 的 定义 ,(4-10) 式 成 立 , 尚 须 证 明 
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| TT Clim G(s6,0 4 = 1 
而 这 点 尽管 不 难 证 明 , 因 为 ,当心 0 时 ,有 
{ “ied = 1 
从 而 有 
lim | “ec,e, Dar ~1 
rd i A 


但 是 ,由 于 上 式 未 必 能 在 积分 号 下 取 极 限 , 于 是 ,也 就 未 必 能 有 (4- 
10) 式 成 立 . 然而 ,由 第 一 章 8 1.2 例 1.3 可 知 , 断 尔 文 (Kelvin? 热 宏 
函数 
1 
2a Vt 
当 t>0+ 时 的 弱 极 限 正 是 $(zx 一 2)， 册 
lm Ole,0) ds 一 人 
回忆 弱 收 敛 的 定义 ， 以 及 第 一 章 § i. 5 中 所 述 的 沙 数 的 运算 性 质 
1. 2, 不 难得 知 ,在 此 意义 下 ,G(z,e， 个 | mot 与 5(z 一 6 等 效 , 换 计 之 ， 
对 任 一 于 (一 ce, 十 ce) 上 连续 的 函数 f(z) ,全 有 
am 全 jz)G(ze 00t = = 站 f(z)6(z 一 6)dz 一 了 (0) 
按 着 弱 相 等 的 定义 ,可 知 ， 
CCzyeyt) | -0+ = 4 和 z 一 &)》 
鉴于 4 函数 已 非 一 般 的 古典 函数 ,而 是 广义 函数 ,因此 ,确切 地 理解 


(4-10) 式 的 含意 , 正 应 当 将 其 理解 为 在 弱 相 等 意义 下 的 等 式 . 
综 上 所 述 ,一 维 热传导 方程 初 值 问题 的 基本 解 G6(z,6, 人 9 满足 


本 
eo~0 /mt 


G(z,2,t) 一 


a0 ,FO 
Cp) 2 os (— oo Zr ot 0) 
G|-,= jz 一 6 (— oo0 zs<+ 00) 


* 正如 我 们 在 第 二 章 $ 2. 4 中 白 作 的 说 明 , 这 时 G 1 ,-。 与 9 | .s+ 的 意义 是 等 同 的 
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二 ,格林 函数 的 物理 意义 、 
下 面 我 们 来 简 述 一 维 热 i 
传导 方程 初 值 问题 的 格林 苗 让 了 和 下 沽 野球 二 全 区 昔 
数 的 物理 意义 . 为 此 ,我 们 来 | 
考虑 于 其 上 存在 瞬时 点 热源 
的 双向 无 界 杆 的 温度 分 布 . 
比如 (假定 沿 着 杆 的 方向 于 
杆 于 联 ox 斩 ; 着 双 大 辣 莫 笛 守卫 二 从 过 \ 
光 徊 为 同好 宇内 在 点 1， 2 2 Re 
z+ 二 6 处 受 一 于 时 刻 := 一 0 瞬 四 1 关注- 
时 起 作用 的 集中 热源 拆 提 供  ! 
的 热量 8 的 影响 ， 而 在 其 侠 吉 处 的 人 度 和 为 和 考察 当 必 0 时 , 杆 上 
各 点 的 温度 分 布 . 下 
这 里 所 谓 集中 分 布 于 点 = 学 4 处 : ,在 峙 其 全 瞬时 起 作用 的 瞬 
出 点 热源 ,及 是 只 在 , 汪 4 这 明 用 (于 :330 时 ， : 则 作用 消失 2 的 
gg 点 附近 ， ,比如 (a a 分 小 交 ] ox 
种 及 时 让 御 区 的 分 刷 六 轩 非 寺中 鹏 实情 知 源 的 -简直 和 
似 描述 . 因而 ,在 这 科 六 义 下 ， aN 6. 密度 六 /， 不 
C.p 为 常数 . 则 放 以 认为 所 体 设 的 条 件 特 当 予 滤 膀 时 集中 热源 所 提 
供 的 热量 8, 是 使 得 该 双向 无 界 杆 于 时 刻 A 获 sni 全 县 有 却 平 局 
性 的 初始 温度 分 布 函数 moXK 如 图 4 全 10 、， 
除 纺 ps 比 球 转 典 霹 昌 姑 - 洪 于 区 六 环 二 型 
2 PD 区 bi | WyE rt 
时 #0 
3° 人 ‘phde= -0 ) YG. i 
于 是 ， 人 cr ,0 (4) 


和 A. 
SY pi 


… 人 大 本 的 物质 ,天 洛 单 位 注 江 所 将 要 的 妆 注 1 各 交 变 季 涝 六 出 的 1 
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汪 本 二 oe 3 A 党 匡 了 
u(x3t) le PAE Par 本 
据 此 及 (4 8) 有 | Ee 
led) 2 “nocd 
由 手 Gy dM 对 和 桥 仁 i <ioey 关 
a 
于 3 于 (é 一 6 tk i 蛋 负 夯 


续 ,于 是 ,由 (和 世 式 村 罕 分 站 全 息 直 向, 笠 在 6" Ge 一 十 6) ,能 
使 2 


六 江 央 进 工 全 江西 . 


be 2 Fz 


1D) 


(全 一 人 0 “vida 


A 


车 为 简便 计 , 设 cp 二 1， 则 调 开 水 3 订 知 中 "| ，、 
ulzt) O(a4$" HMI [Gs €. bt je + 0 
故 让 于 证 本 国 尖 时 生生 从 辣 沉 革 ,全 根 
二 三 Rf 
特别 当 @=1 时 ,有 全: 洪江 时 
可 ina 2) Ee 人 、 
这 正 表明 ,一 维 热传导 方程 初 值 问题 的 稿 灯 画 数 《或 基本 解 )CCz ,4， 
2 的 物理 意义 ,在 于 它 表征 无 界 杆 之 侵 凌 帘 闪 加 只 业 着 本 共有 的 囊 ， 
施放 单位 热量 的 要 时 点 热源 情况 于 的 混 魔 分布, 因此 err* 维 热传导 方 
各 各 信 各 本 的 和 本 下 或 名 也 称 之 为 时 让 本数 攻克 为 有 
少 始 时 点 源 的 温度 分 锅 ; - a 
按 上 述 格林 函数 8(z， :人 2 的 物 ps wR 闽 8 43 所 指 
间作 oat» 4 四 


训 必 查 肢 02 收 置 


人 未 于 主 术 汶 
a6 FG 
思考. 兴 :二 十 多 约 丈 7 间 请 om 1 


.二 


Gl 3 
这 正 是 定 解 问题 (8), 于 是 ， 千林 本数 询 物 这 得 除 它 来 身 其 少 
明显 的 重要 性 之 外 ,还 从 筋 二 侧 儿 证 棕 GE; 如 如 应 是 ( 妈 ) 的 解 
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三 、 格 林 函 数 的 解析 求法 及 其 意义 
无 论 是 格林 函数 的 运算 意义 ,还 是 物理 意义 ,都 表明 一 维 热传导 
方程 初 值 问 题 的 格林 函数 G(z,e,0) 满 足 定 解 何 题 (8), 即 
(8 公 -* 六 (~ <r<+ ot>0) 


G|mo = bz — £) (一 ce <r <+ 00) 
这 就 给 出 了 一 维 热传导 方程 的 初 值 问题 的 格林 函数 的 解析 求法 , 事 
实 上 ,我 们 可 以 通过 传 氏 变换 法 具体 地 求 出 (8) 的 解 , 设 
FECG(ze 0)] = CO) 
并 注意 到 4- 函 数 的 伟 氏 变换 的 结果 ,分 别 于 (8) 的 方程 及 初始 条 件 
两 端 ,对 z 取 伟 氏 变换 ,得 ， 


和 se oNOCA, ,0) 
(7) oe 


Gh, et) -| wd(z — dz = ee-™ 
易 见 ,此 常 微分 方程 初 值 问题 的 解 为 
CAE = 0 Me 
再 对 GC(4,6,0) 取 傅 氏 逆 变 换 ,利用 关系 式 
Ple rr )]= Eo- (b> 0) 
以 及 侠 民 道 变 换 的 定义 , 便 得 


G(x,6,t) 一 PICG(A, et 一 去 | ee ee da 


| Tadeo dala 一 一 2 一 A (4-12) 


-om Za Vnt 
这 正 是 一 维 热 传导 方程 初 值 问题 的 格林 函数 . 

在 本 节 开 头 第 一 个 问题 中 ,对 于 一 般 的 一 维 热 传导 方程 的 初 什 
问题 (4), 我 们 已 经 用 健 氏 变换 法 求 出 其 解 的 表达 式 (4-8) ,并 且 指 出 
其 格林 函数 就 是 (4-12)( 见 (4-7) 式 ). 我 们 之 所 以 还 要 在 这 里 重新 闻 
述 它 的 解析 求法 ,其 意义 在 于 ，. 


1 在 定义 含 高 维 热 传导 方程 的 定 解 问题 ,以 及 其 它 类 型 定 解 
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问题 的 格林 函数 时 ,能 有 所 借鉴 ,例如 ,我 们 称 


a_ :8G se _ : 
Ch) Ea + (一 ee < 一 zy < 十 co 0) 
Go 一 6(z 一 6 人 3 一 7) (— 0 <r <+ 0) 


的 解 6G 二 G(z,y,6,9,) 为 二 维 热传导 方程 的 初 信 间 题 


= 器 十 强 } + fo (— wo <a <+ 0,t> 0) 


ul eo = gz,y) (一 ce < 之 syy + 00) 
的 格林 函数 或 基本 解 , 也 称 为 二 维 热传导 方程 初 值 问题 的 点 源 函数 ; 
又 如 ,我 们 称 


FG BFC FG FG 
须 = 叫 荐 + 种 + 过 
(K) 2 (— orz + 0,t> 0) 
cl -= 0 有 | = 6(s ~ yy — #2 — 6) 
t=O 


(一 < + co) 
的 解 G 二 G(z,y,2,6,1,61l) 为 三 维 波动 方程 初 值 问 题 


2 [中 十 六 十 名 | 十 fay,a5t) 
(~ ory,2 + ot> 0) 
ul eo 一 we 到 | = p(xz,y2) 
t=0 


(一 oo 之 zy2 + 00) 
的 格林 函数 或 基本 解 . 也 称 之 为 三 维 波动 方程 初 值 问题 的 点 源 函 数 
等 等 
2 为 含 商 维 热传导 方程 的 定 解 问题 ,以 及 其 它 类 型 定 解 向 题 
的 格林 函数 的 解析 求法 提供 了 依据 . 例如 , 按 上 述 定义 ,借助 于 侍 氏 
变换 求解 定 解 问题 (K), 不 难得 到 三 维 波动 方程 初 值 问 题 的 格林 函 
数 为 


Gr 2 EN Gt) = pd — oat) 


其 中 
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TF 之 人 er 
等 等 | 

:3 与 本 节 开 头 第 一 -个 同 题 中 所 六 来 解 一 六 热传导 太 程 初 家 
题 相 比 较 ,尽管 所 用 的 方法 都 晤 鲁 氏 变换 流 ,然而 ,这 里 所 指出 的 格 
林 函 数 的 解析 求法 却 十 分 简捷 . 迫 其 根源 ,起 关键 性 的 作用 , 正 是 在 
于 46- 函数 及 其 运算 性 质 . 于 是 ， 过 求 格林 函数 ,进而 获得 一 维 名 人 
导 方 程 初 值 问 题 的 解 ， 晤 是 于 全 便利 的 ， 

-事实 粳 站 


， | “+ (eKr<totSD 


ulio = Pr): (et) 
的 解 , 按 兴 加 原理 ,只 须 求解 ， 


2 ba 
人 一 中 用 (pz zi oo >0) 


w|io = pe) (一 ceo<z<< 十 co) 

与 本 人 、 
性 = oc<s<t or 0 
|io=0 1 (~ <s<+o) 

并 且 


wd) 一 ld) + wzst) 
由 4 6- 函数 的 运算 性 质 知 


gp(z) -J 9(6)6(s - 一 Bae 
于, 抽 业 吉 原理 及 客 放 基数 前 台 梳 琉 可 知 


z zt) -J a Nie "ed 
而 根据 杜 哈 美原 理 可 知 , 为 了 求 册 (2,4) 只 需求 


3 
| (中 o> 0) 


vi = fr) (一 oo <z + 00) 
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并 县 i 
ua zt) = vt Dar 和 
作 变 换 s=t 一 r+, 并 仿 妇 1(z,6) 的 求法 ,不 难得 到 oo 


v (zl)t). =| 一 ee-ol of(b, cde 


1 | 
-~ 2a Vx(t— 7) 
从 而 


z.t) 一 ot -0 pC, 
urlz,t) -| | 一 7 A f(s ,Tdé 
于 是 ,所 求 定 解 问题 (4) 之 解 为 


(zt | eg(e)d 
a 


+ 二 | Fs nae 

上 述 通过 先 求 格林 函数 ( 即 点 源 函 数 )* 并 利用 族 可 原理 ( 杜 险 美 
原理 实质 上 也 是 迭 加 原理 ) 求 得 二 一 维 热传导 方程 初 值 问题 的 解 的 方 
法 , 称 为 格林 函数 法 或 者 称 为 点 源 函 数 衬 .  : … 

求解 一 维 热传导 方程 初 值 问题 的 格林 函数 法 的 一 个 明显 的 特点 
就 是 简便 灵活 ,其 原因 就 在 于 函数 起 了 重要 的 作用 : 下 面 我 们 再 
举 一 例 来 进一步 说 明 格 林 函 数 法 ，，_ 

例 4.1 试用 格林 函数 法 求解 定 解 向 题 


解 首先 ， 舍 助 于 传 攻 迹 换 , 或 着 接 ( 丰 12) 式 求 得 一 维 热传导 方 
程 初 值 问题 的 格林 函数 ， 即 求 


x (一 oo rt co 0) 
Gl|io = 6(z — £) (一 %<r + co) 

的 解 为 

O26,t) = -os 和， 
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其 次 ,为 了 按 格林 函数 法 求 原 定 解 问题 的 解 "“ 王 *%(z,O, 由 选 加 原理 
知 ,只 须 求解 


公营 (~ co <z<+cot> 0) 
w|i = 2 (— oo <z<+ 00) 


与 
Ws Tu] 
到 
| 一 0 
并 且 
wz = (4) + us (7 ,1) 
鉴于 


z =| 00s — 6)aé 
于 是 , 按 和 迭 加 原理 及 GC(z,&,) 的 求法 可 知 * 
ui (zs __ 1 + 
GD = 全 ue 


一 7 二 二 & 一 22)e- ge 
ee 
=— la e+ le es 
7 + 也 上 ~ 由 
+ 二 | ze -ae 
= | 


。 下 面 的 计算 用 到 了 | oa V5 
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+ 后， ee 


二 2 十 
而 根据 柱 哈 美原 二 ,为 了 tu (zy6， 员 须 求 
1 (wo<s<tot>r>0) 
v|i-: =— 1 (一 % 之 $+ oo) 
的 解 v==vCz,t,7), 并 且 
uCz,t) = vner 
仿照 求 ui(z, 人 的 方法 , 求 出 vbz,4,7) 可 得 


‘ 十 oo 加 1 ， ， 
(z,2) -| ar| /bn 
2 0 一 oo 2 /nt ~ 7) dé 
一 : 一 _1_ [ef + 2 一 4 -ome-od > 一 2 


wzrJn Vi 
ey 
[7 司 . V 1 


故 , 所 求 的 解 为 
ulz,t) =u (r,t) 十 ta 人 (zt) 
一 22 十 上 
后 面 我 们 将 会 看 到 ,上 述 格林 函数 法 ,对 于 其 它 类 型 的 定 解 问 
题 ,也 具有 普遍 的 指导 意义 . 并 且 求 解 这 些 类 型 的 定 解 问题 的 格林 函 
数 法 ,4 函数 同样 都 是 从 中 起 着 重要 的 作用 . 因此 ,可 以 说 格林 函数 
法 是 求解 各 种 典型 定 解 问题 的 简捷 壬 活 , 行 之 有 效 的 一 种 重要 方法 . 


4.1. 2 波动 方程 初 值 问题 的 Green 函数 与 Green 函数 法 
为 确定 起 见 ,我 们 以 三 维 各 是 
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2 =0 有 2 十 强 十 :2 A 


(— sz + ot> 0) 
(4A) ml - | 
vimo = 人 二 Ys) 
(Too<zy % 信和 十 00) 
为 全 来 简 述 波动 方程 初 值 问题 的 格林 函数 的 定义 及 其 多 理 意义 格 
林 函 数 的 解析 求法 ;以及 求解 流动 方程 初 信 问 题 的 格林 函数 法 
一 ,格林 函数 的 定义 及 其 物理 意义 四 和 
正如 4.1. 1 里 第 三 个 问题 中 所 指出 的 。 类 似 于 热传导 方程 初 人 
和 的 定居 国手 全息， 和 
FO 
Ee " 过 + 第 - + 去 | 
(~ ory o> O) 
(B) 的 
G|eo =0,| = fz 6 92— 6) 


(— < zy,z < 二 oo) 
的 解 6 一 C(z,gyyz,6 6 为 三 维 波动 方 种 初 信 问 题 的 格林 函数 或 
基本 解 . 

此 格林 函数 的 物理 意义 ,完全 可 以 仿照 $4. 1 中 第 二 段 的 说 明 ， 
略 加 变化 便 可 给 出 . 不 过 ,下 面 我 们 借助 于 5- 函数 的 物理 意义 , 则 更 
可 以 简 做 地 加 以 说 明 ,: 事 突击 (3) 的 解 一 一 去 维 波动 方程 初 值 问题 
的 格林 颂 数 Q(x,y,%,&,956) x 及 是 表示 在 不 受 外 力作 用 的 情况 下 , 开 
始 处 于 平衡 状态 ,初速 为 6 一 而 8 一 gz8 一 6) 的 慕 物 体 的 波 的 传播 
又 由 于 上 二 述 的 初速 是 在 外 力作 让 于吉 闭 得 的 ;再 根据 5 函数 的 物理 
意义 ， 容易 得 知 ， G(z,Y,2 ?,6,0,6) 的 物理 意义 ， 在 于 它 表征 了 开始 时 (t 
一 0) 处 于 平衡 状态 的 上 未 物体 ; 变 列 妇 符 诅 半 全 0 讨 集中 作用 于 其 
上 之 点 (6,5,6) 处 的 “瞬时 集中 ”外 二 的 作用: 拨 疡 生 的 淡 钓 传播. 为 
此 ,我 们 也 称 这 个 格林 函数 为 三 维 波动 方程 初 值 问题 的 点 源 函 数 ， 

二 ,格林 函数 的 解析 求法 

为 了 求 三 维 波 动 方程 初 值 问题 的 格林 函数 ,我 们 利用 传 氏 变换 
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求解 定 解 问题 (8). 设 G(z,yze,76) 对 zyz 取 三 维和 傅 氏 变换 为 
PLG(x sy 2 EE) = 6hy jj 人 996) 

注意 到 三 维 4- 函数 的 传 氏 变换 的 绑 半 ,人 务 别 平 (办 的 方程 及 初始 条 

件 两 端 , 对 ， ! 演 4 这 取 三 维 传 氏 变换 便 得 


oe (0 + 二 Cnnhoh 四 


G(s ha hh dD | 0 = 0 
dG(h, 知 ， 2 | -六 et hrF hn dz 一 , 


.8 一 Wy2' 一 - Cy ddydi = 0- 6 th 
不 难 来 得 党 微分 方程 初 值 问题 (0) 的 解 为 | 
CGNs hs hE = - nap ET 
其 中 1 | i 
| pl YH 十 训 和 机 
对 Be 9 三 纺 全 变换, 便 得 (7 印信 1 
Gry 2 EY 6). 


0 = Tarr inepte od Weng dd 
n 


: it.: Pp 
1 +™ sinap, 一 外 (一 2 十 (2z 二 (一 i dd 
gi -ae OP i 
记 成 矢量 形式 


T 一 {2 ~— £9 2 ,p= 人 时 
作 旋 转 坐 标 轴 的 变换 ,以 使 得 .和 轴 与 :r 指向 一 致 由 于 旋转 坐标 四 
的 变换 ,不 改变 矢量 的 内 积 与 模 ,因此 ， 着 记 


人 


四 


且 令 a 
%h 二 psinfcosp | | 
| = psin0sing (0< p+ oo i< 0 ,09 2r) 
% 一 pcos0 : :! 


则 


p.y = p. reoos0 


于 是 ,再 由 重 积分 变换 公式 便 可 得 到 
GCCzygyzye 06 人 =- 二 | dp | 六 ae mows gsinOdO 


让 | ， ep [ev ) 人 和 dp 


ridp 
0 


a , | ee | ee (iorsing)d0 


0 


十 oo 
元 | singpt 。 (eo 一 e w}dp 


to 
zr | sinaptsin pr dp 


十 mp 
一 Ti | 于 Ceospr — &f) 一 cosp(7 十 at) jdp 


因为 ,cosp(r 一 at) ,cospl? 十 ot) 关于 p 为 偶 函 数 ;sinp(r 一 ot) ,sinp(r 十 
ol) 关于 p 为 毅 函 数 . 所 以 : . 


G(ry,2,6, 176) 


rl[” 
由 于 PF c= 去 | _ 


GCCzyg ze 


1 + 
-5 (| _ Ceospls 一 at) — cosplr + at)]dp 


十 | ~ Csinp(r 一 0) - 一 sinp(r 十 el) Jdp] 


1 
giar 


| Ceiec- o) e+ dp 


1.ewd4 二 6(z), 于 是 


1 1 rT™ 一 十 at 
-zs 去 | e wa 一 去 | etodp] 


et 一 Cr 十 at 


又 因为 "十 >0， Fb 6(r 十 al) 二 0, 故 得 三 维 波动 方程 初 值 问题 的 


格林 函数 为 


CCz.gy2ye 0 6t) 一 


1 . 
tm 一 0) 


其 中 += VG 一 0) 十 @y 一 7 十 (2 一 6) 
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三 、 求 解 波动 方程 初 值 问题 的 格林 函 教 法 

下 面 我 们 将 看 到 求解 三 维 波 动 方程 初 值 问题 (4) 的 格林 函数 
法 ,与 求解 热传导 方程 初 值 问 题 的 格林 函数 法 基本 类 似 , 但 也 确 有 其 
特殊 性 . 为 此 ,我 们 以 三 维 问题 为 例 , 先 引述 初 位 移 化 初速 原理 ， 

定理 4.1 设 v(*,g,z,0) 是 定 解 问题 


加 
(D) 《一 co zy3 2 二 十 co 0) (4-13) 
bo =0 《一 oo zy, < 十 oo) (4-14) 


% | 一 Py) 《一 Crs+o0) (4-15) 
的 三 次 连续 可 微 解 ' , 则 


az = Es (4-16) 
必 为 定 解 问题 
-| 
(8) (一 co og < ont > 0) (4-17) 
w|i = op(zyg sz) (一 bo.< sys + 00) (4-18) 
$0 gt) (4-19) 


的 解 . : 
证 明 由 于 wv(z,y,z, 引 三 次 连续 可 微 ,于 是 , 按 微 商 换 序 定理 ， 
把 (4-13) 式 两 端 对 i 求 偏 微 商 可 得 


六 ( 人 一“ 大 ( 训 + 苏 [ 刘 + 关 [ 刘 ) 
(— cory,z + oot> 0) 


。 所谓 "(zoyozo0D 三 次 连续 可 向 , 即 是 。 对 4,3,2.4 的 所 有 的 三 次 仿 疝 南 红 ， 33， 
Pp 


FN 等 皆 连 续 ， 
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这 说 明 由 (4-16) 式 所 确定 的 函数 :4Czeyxszst)， 满 足 (4s172 式 : 按 ( 人 
15) 式 又 知 , 它 还 满 民 (和 18) 式 ,， ， sa 人 
由 (4-43)、《4-14》, 64 19 请 式 可 知 ，， 


Ei Sa, 


=。 [六 (ol + 六 tole + EAP a 


这 表明 ， 自 (4-16) 式 所 确定 的 硬 数 azoy,n0 满 居 (4193 式 . 综 上 所 
述 ， 便 得 到 了 定理 的 全 部 证 明 ， . 

关于 定理 4. 1, 我 们 作 如 下 几 点 说 明 : 
”各 此 定理 不 仅 适 用 于 处 理 含 齐 次 方程 ,初速 为 零 的 波动 方程 


的 初 值 问题 ,而且 ， 用 类 似 方法 不 难 证 明 初 位 移 化 都 津 原型 ,对 于 含 


齐 次 方程 齐 次 边界 条 件 ， :初速 为 等 的 波动 方程 的 混合 问题， 如 


= 党 + 轩 + 装 | CEsn ent>0 
ulr=0 (> 0) | 
z|,-。 = VCzyyz)， 一 | 2 0 Ge E py 


也 适用 ,其 中 D 为 三 维 空间 中 某 区 域 灵 为 D 的 边界 ;此 外 ， 木 难看 
出 , 它 对 于 一 维 、 二 维 的 上 述 类 型 问题 ， 只 须 作 简 单 的 相应 变化 ， 初 位 
“物化 初速 原理 ,使 照样 成 立 ， 

2。 该 定理 表明 ， 定 解 问题 (8) 的 解 为 定 解 问题 (D) 的 解 之 对 + 
的 偏 微 商 ;- 特 别 什 得 强调 的 :， 正 丁 它 把 定 解 问题 ( 友 的 初 位 称 天 化 为 
定 解 问题 (D) 的 初速 度 项 ,因此 ,我 们 示 据 镶 定 欢 称 羚 初 位 称 化 初速 
原理 . 下 面 转 而 讨论 求解 定 解 问题 (47, 即 求 。 ,… ，: 

容 =e| 回 + 奖 + 刘 | fd 
(一 0 之 z,y,2 所 十 co > 0) 
ure A Le 


| = px,y, 2) (一 ce < 之 zy 十 oo) . 


的 格林 函数 法 . 按 选 加 原理 可 知 , 为 了 求解 该 定 解 问题 ,只 须 求解 


(F) 
ui | :6 = 0, 训 | ,一 %(zygyz2) 〈 一 oo <zogyz < 十 oo) 
呈 沉 = “| 天 + 敬 + 本 | “<npr<+t wt>0 


uz | ,=0 = ?ego 多 |， 一 0 (一 co zy2 < 十 oo) 
以 及 


车 = | 训 + 强 + 强 ]+ reomag 
CKk) (一 zyz< 十 ooo,t> 0) 
us |:-0 = 0,， 名 ,一 0 《一 oo 一 zgz 过 十 eo) 


并 且 
ulzsy, .6) = us,y,2,t) 十 uz (Tz,y,2,t) 

. 二 4(r,y,2,2) 

由 三 维 5- 函数 的 运算 性 质 知 


pry 2) 二 由 resweoac 一 eg mi/ 一 déanie 
据 此 , 按 和 迭 加 原理 可 见 , 定 解 问题 (P) 之 解 为 
u(r,y,2,t) 一 pen wg, 6, asane (4-20) 


其 中 W 二 W(z,y,z,E,7,6, 引 为 定 解 问题 
FW FW , FW FW 


CL) (一 co 所 zyz 二 co > 0) 


环 |-。 二 0 = 6(z 一 上 3 一 72 一 6) 
(一 "co <zyyyz 之 十 co) 
的 解 . 比较 定 解 问题 (Z) 与 (3), 易 见 (Z) 的 解 正 是 三 维 波动 方程 初 
值 问题 的 格林 函数 ,于 是 ,由 格林 函数 的 解析 求法 及 (4-20) 式 可 知 
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ued) = es mcr — a Hasamaé 4-21) 


其 中 r= VG 一 人) 十 (一 和 十 (2 一 6)1, 设 
< 一 2z 十 fsinpcosyp 
| 1 一 十 rsinbsing 
6 一 2 十 fcosg (4-22) 
其 中 0<r<< 二 ,00 ,0<p2n, 由 (4-22) 式 及 重 积分 变换 公 
式 , 若 记 pr,0,9)=»2,7,6) NA 
at) 


1 十 oo 2 四 G(r 一 se. 
Wi(ZyY 2st) = Tm , dr ,7 sh? 0, 9) 一 7 Singd0 


于 十 oo 
一 | ao| :singag | , ?pr,0,9) 6 一 at)dr 


hxa 
注意 ot 二 0, 并 由 第 一 章 
$ 1. 5 所 述 让 函数 的 性 质 、 
1.2 的 推论 1.1' 可知 rSingdp 


u(rz,y,2,6) = 


1 
An 


| Lot (at,0,p)sinbdg 
今 设 5S%, 为 以 点 用 
(zy9,2) 为 心 ,r 二 at 为 半径 
的 球面 (如 图 4-2), 则 由 
(4-10) 式 确定 的 (6,7,6) 
为 路 上 的 点 .此 外 ,不 难 
推 得 %% 上 的 曲面 元 ds 的 ， 
面积 ( 仍 记 为 必 ) 为 
ds = oztsinbdbdg 4 


故 有 


* 这 里 是 借助 于 与 此 推论 相 类 拟 ,证 明 也 雷同 的 下 述 结 论 ; 设 f(z) 于 Ce, 十 co ?上 连 
十 om “ 
续 , 若 ce| f(2)8(2— 8) d= f (2). 
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ui zs,2,6) = Tn fT $(&,1,€) ds (4-23) 


‘ 


据 此 , 按 初 位 移 化 初速 原理 可 知 * 定 解 问题 (万 ) 的 解 为 
| e626), (4-24) 


u(t,¥,2.t) 一 了 x 


而 按 杜 哈 美 原理 . 则 可 求 得 定 解 问题 (K) 的 解 为 


' a 
ua (Ty,2,t) = | 一 fT f(€,n,6,T)ds 


十 式 还 可 以 进一步 化 简 , 一 方面 简化 后 的 形式 便于 掌握 ; 另 一 方面 ， 
这 种 简化 形式 的 物理 意义 也 更 为 明显 设 Raltr), 则 此 = 一 昭 ， 
从 而 ,有 


uz yz1t) 一 i 


Beemer — as 


记 7T% 为 以 M(xz,y,z) 为 心 ,al 为 半生 的 球体 ， 而 (6,9,6) 为 该 球体 内 的 
点 ， 则 
一 2 十 Rsin0cosp 
| 一 ! 十 Rsinbsing (OSREau0KOICA 0 Ky < 2n) 
6 二 2 十 Reos0 i 
并 记 
dv = dhRds 
便 有 


”2 (7902 人 及 的 简化 表达 式 常 称 之 为 推迟 势 . 它 表 明 在 与 点 W(z*,y,z) 上 距离 为 R 的 点 
49) 处 的 振 锋 ,应当 在 时 刻 :一 二 发 出 的 传播 连 度 为 4。 的 波 , 才 能 恰好 在 时 刻 1: 对 点 六 
产生 影响 . 
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f(619,68 0) 


(za = Ta dv (4-25) 
: 4 
由 (4-23) 至 (4-25) 式 立即 得 到 所 求 定 解 问题 <4) 的 解 为 
auCzZ 82， 人 一 二 =| 十 9 cin A 
了 (1 6 一 一 ) _ 
十 ji fm (4-26) 


(4-26) 式 常 被 人 们 称 为 基 尔 霍 夫 (Kirchhoff) 公 式 , 上 述 借 助 于 格林 
函数 ( 即 点 源 函 数 ), 并 利用 选 加 原理 求 得 三 维 波动 方程 初 值 问题 的 
” 解 的 方法 , 称 为 三 维 波动 方程 初 值 问题 的 格林 函数 法 或 点 源 函 数 法 ， 
上 述 格林 函数 法 ,对 任何 维 数 的 波动 方程 ,原则 上 是 普遍 有 效 
的 . 下 面 举 例 说 明 
例 4. 2 利用 格林 函数 法 求解 


Ee + sint (<r ot> 0) 


2 
zu| =， = cos2z， 


解 “ 根 据 上 面 讨论 的 格林 函数 法 的 步 台 , 首 先 求 定 解 问题 
和 (— Kr<+ om,t> 0) 


=e (一 ce <z 扫 十 co) 


人 


c|-。= 0， | dz 一 多 (一 <z< 十 co) 


的 解 G=G(z,6,0). 为 此 ,分 别 于 其 方程 及 初始 条 件 两 端 对 z 取 传 氏 
变换 ,并 记 G(z,6, 人 ) 傅 氏 变 换 为 PCGGz,6,0)] 二 G(4,6， 0， 则 得 
S050 - 一 92N2G(et) 
Gh,E) |o = 
00| ,= PCé(s — 6)) 
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不 难 求 得 此 常 微分 方程 贡 鼻 问题 的 解 为 = 


sin (a2) 


GM,€,8) = * FOO(z — &)) 


可 以 验证 ,函数 sin(aX) /a 和 是 矩形 脉冲 函数 
1 
sw- 起 当 jz| 志和 t 时 


0 当 |z| 守 a 时 
的 仁 氏 变换 , 亦 即 


PCfo(z)] = 和 人 2 


于 是 ,根据 伟 氏 变换 的 袜 积 定理 ,立即 得 所 求 的 格林 冰 数 为 
G(z,6,0) = PAG ED] 一 FICPCfo(z)).P(b(z ~ &))) 


= for — 6 =| Res — 8— Da 


1 
-he 当 [za 
0 当 jz 一 tl>at. 


其 次 ,为 了 按 格林 函数 法 求 原 定 解 问题 的 解 zx 一 xz(z,t) ,由 迁 吉 
原理 ,只 须 求解 


5 -一 0， 一 Be (一 ce 二 zz 去 十 oo) 
tt 一 和 a 
党 ="” 合 人 
. us 、 
uz | -一 cos2z， 和 | = 0 (~ z+ om) 
以 及 
sin (一 ce<z< 十 co 0) 
wu):-o = 0， 他 =0 (<<+%) 
t= 人 0 ; 
并 且 
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ux) = (zt) 十 (zt) 十 xz 1 
由 丰 函 数 的 运算 性 质 和 上 述 格林 函数 的 求法 ,可 知 
ms 一 | eceeo46 = 区 [Te 


1 一 全-~@) __ ost+n) ~ 
一 关公 e ] 和 sh (at) 


J 


由 初 位 移 化 初速 原理 ,再 仿照 由 的 求法 ,得 


oo s+ 
uz(z,t) = Mm cos22G(z ,Et) de = 六 (去 | cos264de] 


= 去 [于 (sin2(z 十 ol) — sin2(z 一 at)) |] 


= 地 [cos2(z 十 of) 十 cos2(z — ab] 
再 根据 柱 险 美原 理 以 及 ui 的 求法 ,可 得 
us (r,t) =| ar | sinrQ(z,€,t 一 Tdé 


1 4 | 1 7 
=| sin " Fs— et— 5) 2a 


-jc 一 T)sinydr 一 ! | sinrar 一 | mnnar 
=i(l 一 cost) 十 keost 一 sint = t — sint 

最 后 ,所 求 定 解 问题 的 解 为 
u(x,t) = sh(at) 十 于 Ceos2(z 十 al) 


十 cos2(z 一 at)] 十 上 一 Sint 
完全 仿照 例 4. 2 的 求法 ,不 难 利用 格林 函数 法 , 求 得 一 般 的 一 维 


波动 方程 初 值 问题 
下 = 号 十 Ta Coee<z<cot>0) 
| 一 w(z)， 甩 oo (一 o 吕 去 z<< 十 co) 
的 解 为 
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ust) = | pee)G(s, ea 
+ 锡 | v0 aoc,s, da 


十 | ropecses — Dd 


其 中 G(z,6,) 为 一 维 波动 方程 初 值 问题 的 格林 函数 ( 见 例 4. 2). 由 
该 格林 函数 的 表达 式 可 知 ,所 求 的 解 还 可 以 进一步 表示 为 


“(sD = Wa ps — ot) + gl + ot) 
1 上 3 十 at 一 9 
十 2a fa fo ree, De 
例 4.3 试用 格林 函数 法 求解 


有 = 吕 匡 + 品 ]+ f(y0 (一 coe < zy < 忆 十 co > 0) 


u|i=0 = vl = $y) (— ory < co) | 

解 鉴于 二 维 波动 方程 初 值 问题 的 格林 函数 ,直接 通过 依 氏 变 
换 求 解 

FG :可 加 


= pri 


A 9 好 (一 ry < 天 十 co 和 0) 


ol- 一 "| ,二 0 一 一 及 (一 oo <z,y < 十 co) 


的 解 时 ,积分 计算 相当 困难 ， 因此 ,我 们 另 找 一 种 较为 简捷 的 途径 
一 借助 于 格林 函数 法 , 先 求 得 某 个 三 维 波动 方程 初 信 问 题 的 解 ,再 
通过 降低 维 数 的 方法 ,进而 得 到 所 求 的 二 维 波动 方程 初 什 问 题 的 解 
这 种 方法 称 为 降 维 法 . 


为 此 ,首先 将 原 定 解 问题 分 解 为 如 下 两 个 定 解 问题 
2 ~ "| 部 十 党 | (~ oo < zy + oo > 0) 


| = zc 二 | = $28) (~— 00 zy < co) 
与 
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2 = “| 融 十 如 | 十 fad) (~ sy <+ ot>0) 
wl 一 0, 加 | 一 0 《一 co 之 zy 之 十 co) 
=0 
按 壕 加 原理 可 知 


ura¥9t) = usd) 十 wx yt) 
所 谓 二 维 空间 波动 问题 ,其 实 也 可 以 看 成 三 维 空间 波动 问题 ,只 
不 过 是 其 解 与 某 一 个 空间 变量 无 关 而 已 . 于 是 ,所 谓 降 维 法 便 是 , 按 
格林 函数 法 求 出 这 个 三 维 波动 问题 的 解 ,然后 消去 与 所 论 二 维 波动 
问题 无 关 的 空间 变量 , 便 得 所 求 的 二 维 波动 问题 的 解 . 为 此 ,i 记 ui(z， 
yo ur 9 2 PZ) = pz 9 2) zy) = ry 2) ,MO 4 二 h (z， 
y1) 满 足 定 解 问题 


Bu 
% 


让 -= Gzoyo), 信 | ,= $Cz,y,2) (一 00 之 zyyz 过 十 oo0) 


十 器 | (一 co sys + ot> 0) 


图 4-3 
根据 (4-26) 式 ( 即 林 尔 稚 夫 公式 ), 有 
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u(z,y;2,t) = 人 下 1 人 as 
人 


+ 


其 中 下 为 以 MCz,y,z) 为 心 ,r= 二 at 为 半径 的 球面 (如 图 4-3). 今 
将 上 式 中 的 曲面 积分 化 成 二 重 积分 来 计算 ,以 便 达 到 消 元 降 维 之 目 
的 . 于 是 , 先 要 计算 曲面 元 ds 在 ozy 平面 上 的 投影 面积 元 ir. 在 84 的 
上 半球 面 上 任 取 一 点 P(e,0e) ,考虑 曲面 84 上 包含 该 点 的 曲面 元 
必 . 若 记 Sx 之 于 P(8,5,6) 点 处 的 外 法 向 量 为 N(6,7,6),do 为 ds 在 
ory 平面 上 的 投影 的 面积 元 , 则 有 

do 二 cos(Nz)ds 。 〔(Nz) 为 N 与 多 轴 之 夹 角 ) 
另 记 P(E,1,6) 点 在 ozy 平面 上 的 投影 点 为 0(E,9,0), 则 
VC) — rho 
a . 


at 


tos(Nz) 一 Te 一 
at 


故 
和 

/ot — (ee 一 rr)’ oe (7 一 y)’ 
对 于 8 的 下 半球 ,也 作 类 似 的 处 理 ,并 注意 到 ss 的 上 .下 球面 的 对 
称 性 , 若 记 54 的 上 、 下 半球 分 别 为 避 ,8%, 则 


人 1 2 sy 9 p LA BR) 
u(r,y,t) =u(z,y,2,t) 一 sal 6 十 | Pd 
Em . 6 


ds = 


1 
4xa? 


-zal) HE) 十 | 006), 


“ 


+ | es + 2 | ss 4) 
加 a t 
ye Be 
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_ 4 tr 
Va — (Ee— zi (yn— yy) 


ea gp(6 ,7) _ 和 do] 
RY ! Vi 


1 把 Ce) 
2 i Weaz 一 〔〈& 一 2z)2 一 (7 一 元” 


9 9(6,7) do 
十 a Ve — (Ee— 2 — (nm—y) ] 


其 中 2.% 为 SY 之 上 下 半球 在 oz 平面 上 的 投影 一 一 即 以 MC(z,y) 为 
心 ,at 为 半径 的 圆 域 . 
由 此 以 及 杜 险 美原 理 立即 得 


加 1 ft 了 (& ,GyT) 
U2 (x ,Yt) 一 去 | ll ailt 一 +)’ 一 (é 一 zz) 一 《 元 “ 


了 一 3 
故 , 所 求 定 解 问题 的 解 为 
za(zy3y1) = zt) 十 zz(zyyot) 


人 | VD) go 
2xra\ WN va 下 一 人 一 7 一 (二 力 ; 
2 
9 (6,7) 
十 一 
和 VE (Gs) Cn y) 
了 (EmoT) 
d dd 
+| J VU GC o] 
4.1.3 Green 函数 概念 的 进一步 引伸 


综 上 所 述 ,不 难看 出 ,我 们 是 把 描述 非 稳 定 过 程 ( 即 与 时 间 变 量 
有 关 ) 的 初 值 问 题 的 格林 函数 ,定义 为 含 相应 的 齐 次 方程 以 及 初始 条 


一 194 一 


件 中 最 高 阶 初速 微 商 为 5- 函 数 , 余 者 (如 果 有 的 话 ) 为 齐 次 条 件 的 
定 解 问 题 的 解 . 从 而 ,对 上 述 描 写 非 稳定 过 程 的 初 值 问题 ,得 到 了 格 
林 函 数 的 统一 的 定义 方式 然而 ,这 种 定义 有 一 个 明显 的 缺陷 一 一 就 
是 对 描述 稳定 过 程 的 定 解 问题 是 不 适用 的 . 因为 这 种 定 解 问题 ,既然 
与 时 间 变 量 无 关 , 当然 也 就 不 含 初始 条 件 . 因此 ,也 就 无 法 应 用 于 描 
述 稳定 过 程 的 定 解 问题 . 于 是 ,前 面 所 谓 的 格林 函数 统一 的 定义 方 
式 ,还 有 必要 加 以 引伸 ,以 便 按照 新 的 统一 方式 来 定义 既 适 合 王 非 稳 
定 过 程 , 又 适合 于 稳定 过 程 的 定 解 问题 的 格林 函数 . 这 样 作 不 仅 在 方 
法 论 上 有 着 明显 的 意义 ,而 且 也 便于 掌握 . 

我 们 容易 看 到 ,之 所 以 不 能 把 描述 非 稳定 过 程 的 定 解 问题 的 格 
林 函 数 概念 ,直接 推广 到 描述 稳定 过 程 的 定 解 问题 上 ,就 在 于 它们 之 
间 的 定 解 条 件 的 本 质 差 别 . 但 是 ,这 三 种 典型 的 数学 物理 方程 却 都 有 
一 个 适用 于 和 迭 加 原理 的 线性 方程 . 下 面 我 们 就 从 这 里 人 手 来 展开 问 
题 的 论述 . 并 且 还 以 一 维 热传导 向 题 和 三 维 波动 问题 为 例 来 引伸 格 
林 函 数 的 概念 , 

根据 一 维 热传导 方程 初 值 问题 的 格林 函数 的 物理 意义 ,G(z,e,: 
一 了 人 (之 Tr 之 0)" 是 表征 一 个 无 界 杆 在 只 具有 于 * 一 上 处 , 当 t 一 z 时 胜 
时 起 作用 的 所 谓 瞬时 点 热源 所 引起 的 温度 分 布 . 此 杆 的 温度 分 布 规 
律 ,除了 可 以 按 4 1. 1 中 的 (二 ) 完 全 类 似 的 论述 所 获得 的 定 解 问题 


二 对 于 热传导 方程 初 值 问 题 ,初始 条 件 中 只 有 初 位 移 条 件 ,这 相当 于 对 等 阶 初速 微 商 
的 限制 条 件 , 而 对 于 波动 方程 的 初 信 问 题 , 则 初始 条 件 中 最 高 初始 数 商 为 初速 诬 项 一 一 一 
阶 微 亢 项 . 其 余 的 初始 条 件 则 还 有 对 初 位 移 的 根 制 条 件 . 

0(z,,t 一 7 既然 相当 于 格林 函数 CCz,e,0 中 的 变量 :为 :一 * 的 情形 ,而 C(z,e,0D 又 
相当 于 C(z,6,t 一 中 中 的 *= 0 的 情形 . 因此 ,人 们 也 常 称 C(z,e, 一 7) 为 一 维 热 传导 方程 初 
值 问题 的 格林 函数 . 其 实 , 我 们 完全 可 以 一 开始 就 把 (4-7) 式 定义 为 


CCz et 一 7) 一 e- -DI/s0- 


2 AT 
当时 只 是 为 了 简捷 才 采 用 了 (4-7) 式 之 定义 . 这 正信 我 们 把 格林 通 数 定义 为 cdz,e,0 时 ， 
Q(z,6, 一 丰 可 以 看 作 6(z,:0 经 适当 时 间 变量 振 换 南 得 到 的 一 样 , 当 我 们 采用 了 GCz,2,2 
一 7) 为 格林 函数 之 定义 时 ,G《z,8, 必 则 可 以 看 作 格 林 函 数 当 *= 0 时 的 特殊 铺 形 . 这 就 充分 
说 明 用 Q(z,6, 人 还 是 用 Gc,6,4 一 习作 为 格林 秀 数 的 定义 ,其 意义 是 完全 相 筒 的 . 
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ax: 
G|.-: = 6(z — £) (一 ee 必 z 一 十 oo) . 
来 进行 数学 描述 外 ,基于 和- 函数 的 物理 意义 ,显然 ,我 们 也 能 将 此 杆 


的 温度 分 布 规律 ,数学 地 表达 为 如 下 的 定 解 问题 


3 = 62 Sa + d(x 一 Et— 1) 


90 _ 0 00 (~ cos ot>r>0) 
(A)4% 


《B) (一 oo<z<+cot>r>0) 


Cj-. 一 0 (一 ee <z 所 十 co) 
当然 ,我 们 也 还 可 以 采用 与 第 二 章 中 所 讨论 的 杜 哈 美 原理 的 物 
理论 证 相 类 似 的 推理 ,从 定 解 问题 (8) 推 出 定 解 闻 题 (4). 事实 上 ,由 
于 从 初始 时 刻 :=0 到 =r 一 0, 瞬 时 点 热源 5(s 一 4,t 一 +) (和 在 4.1.1 
的 (二 ) 中 所 作 的 假定 一 样 ,这 里 假设 所 论 杆 的 比 热 C 与 其 密度 p 的 
冬 积 为 1), 一 直 未 曾 起 作用 ,所 以 直到 时 刻 i=+ 一 0， 村 的 温度 仍 应 
保持 其 原来 所 具有 的 平衡 状态 , 即 
Gl:-o= 0 . (4-27) 
于 是 , 定 解 疝 题 (8) 可 以 写 为 


of +i bn) (一 co<z<+coxt>0) 


Glir.o=0 (一 oo 7+ 00) 
然而 ,瞬时 点 热源 5(z 一 6 一 让 当时 刻 i 由 T+ 一 0 跃 到 7 十 0 时 却 正好 
起 作用 . 将 定 解 问题 (0) 的 泛 定 方程 两 端 对 变量 :由 1 一 0 到 i 十 0 积 
分 ,根据 函数 的 性 质 1. 1 和 高 维 46- 函数 的 性 质 1. 13 以 及 (4-27) 
式 , 便 得 到 


co| =a[™ FG 二 6(z — é) Tecra = 6(x 一 上) 
To -0 dz *—6 


(4-28) 
不 过 ,从 时 刻 =r 十 0 起 ,瞬时 点 热源 5(z 一 6,! 一 7) 已 不 再 起 作用 , 因 
此 ,从 时 刻 一 zr 十 0 之 后 ， 定 解 问题 (2 中 所 含 泛 定 方程 ， 实际 上 应 当 
为 齐 次 方程 , 即 


= (一 co 二 zz 天 十 co,!>r>0) (4-29) 


与 在 第 二 章 8 2. 2 的 例 2. 2 中 所 作 的 说 明 相 类 似 , 91: 就 应 当 按 
4 |.,+o 来 理解 . 由 此 以 及 (4-28)、(4-29) 二 式 便 知 , 定 解 问题 (8B) 可 以 
化 归 为 定 解 问题 (4). 若 将 上 述 推理 过 程 迎 推 ,还 可 以 将 定 解 问题 
(4) 化 归 为 定 解 问题 (3)、 

综 上 所 述 ,我 们 不 仅 能 从 问题 的 物理 意义 直接 看 出 定 解 问题 
(4) 与 (8) 的 等 价 性 ,而 且 , 借 助 于 上 述 的 推理 ,使 这 种 等 价 性 得 到 了 
物理 的 论证 . 因此 ,我 们 自然 称 定 解 问题 (8) 的 解 ,为 一 维 热传导 方 
程 初 值 问题 的 狠 林 函数 ,或 者 称 为 基本 解 ,也 可 称 为 点 源 函 数 , 并 且 ， 
如 此 定义 的 格林 函数 , 它 的 解析 求法 ， 当然 可 以 归结 为 求解 定 解 问题 
(4) ,于 是 按 4.1.1 的 (三 ) 中 ， 所 给 出 的 解析 求法 求解 , 便 得 

1 
2a Vrlt— 7) 

不 难看 到 ,尽管 定 解 问题 (4) 与 (B) 等 价 ,但 是 由 定 解 问题 (B) 出 
发 ,来 定义 一 维 热传导 方程 初 值 问题 的 格林 冰 数 ,由 于 避免 了 对 定 解 
条 件 的 依赖 性 ,所 以 就 便于 推广 .这 正 是 本 章 后 面 各 节 中 立论 的 出 发 
点 . 


G(ssE,t 一 Y) 一 @ 一 Ge 一 | (4-30) 


至 于 ,借助 格林 函数 GCz,&,4 一 7) 来 求解 一 般 的 一 维 热传导 方程 
初 值 问题 

of =  (- -< 

ul = yp(7) (~ oz oo) 

的 解 ,显而易见 ,可 以 完全 按照 4. 1. 1 的 (三 ?中 所 述 的 格林 函数 法 解 
之 . 然而 ， 为 了 便于 把 求解 非 稳定 过 程 的 定 解 问题 (D) 的 格林 函数 
法 ,推广 到 求解 稳定 过 程 的 定 解 向 题 上 去 ,我 们 将 把 在 4.1.1 的 (三 ) 
中 给 出 的 求解 定 解 问题 (D) 的 格林 函数 法 ,局 部 地 作 些 引伸 . 

和 以 前 一 样 , 先 将 定 解 问题 (D) 分 解 为 如 下 两 个 定 解 问题 . 
位- 全 (一 co<z<+co>0) 


u | = (2) (— or<+ oo0) 
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公 - 人 (一 ee<z< 十 ceo 0) 
(F) or 


va|:o= 0 , (一 之 r+ co) 
并 且 , 按 送 加 原理 有 
Ux) ur) (4-31) 
求解 (8) 仍 用 在 4.1. 1 的 (三 ?中 所 给 的 方法 ,和 | 
= /de . 
we = | 5。 pO 4-32) 


至 于 求 解 定 解 问题 (7), 为 了 避免 使 用 只 适用 于 求解 非 稳定 过 程 的 
定 解 问题 的 杜 哈 美 原理 ,以 利于 方法 的 推广 ,这 里 采用 如 下 方法 求 
解 . 首先 利用 一 维 5- 函数 性 质 1. 2 与 推论 1, 1, 以 及 高 维 4 函数 的 性 
质 1.13, 得 
f(z,t) =| re,npac — Et— Tde 
为 了 求解 (P)， 先 来 定 解 同时 
os = 一 人 一 有 (一 oo<z<+cot>0) 
Wimo=0 (一 cc 二 z 雪 十 co) 
的 解 W=W(z,t,é,7). 由 和 迭 加 原理 可 知 
wu (z,0) =|.ar| CE Wb 
而 按 一 维 热传导 方程 的 格林 函数 的 引伸 定义 可 见 
W(xz,t,€,7) 一 CCzet 一 T) 


据 此 ,再 由 (4-30) 式 得 


= 时 一 (sz 一 2 Xr 
uz(z,t) =| | 一 7) 2 GO/ oge 


| (4-33) 
故 , 由 (4-31) 至 (4-33) 诸 式 便 得 定 解 问 题 (D) 的 解 为 


。 求解 (8), 仍 按 4.1.1 的 (一 ) 所 述 方法 进行 , 似 竺 与 本 节 所 引伸 的 格林 对 数 定 义 无 
关 . 然而 ,只 要 注意 (4) 与 (6) 的 等 价 人 性 ,经 引伸 的 格林 赫 数 仍 可 接 $ 4.1 所 述 之 方法 求 得 ， 
从 而 可 见 其 关联 、 
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v(x,t) 一 


1 0814 
2 全 2Ceye- a 


1 ‘ dt + C—O/40 er) 
+ 二 |, (De a 


于 是 ,这 里 得 到 的 结果 是 与 在 4. 1.1 的 (三 ) 中 采用 格林 函数 法 求解 
定 解 问题 (4) 所 得 之 结果 完全 一 致 . 这 里 借助 于 引伸 定义 的 格林 酉 
数 ,以 及 迁 加 原理 , 求 得 一 维 热传导 方程 和 值 问题 的 解 的 方法 ,也 各 
为 格林 函数 法 或 点 源 函数 法 . 

这 两 处 所 述 的 求解 一 维 热传导 方程 初 值 问题 的 格林 函数 法 , 虽 
然 实质 上 都 是 基于 和 迭 加 原理 ,特别 是 依据 4- 函 数 的 运算 性 质 , 但 是 ， 
后 面 我 们 将 陆续 看 到 ,这 里 在 求解 定 解 问题 (7) 时 ,由 于 避免 使 用 杜 
哈 美原 理 ,而 直接 利用 5- 函数 的 运算 性 质 ,从 而 使 得 格林 函数 法 在 
求解 描述 稳定 过 程 的 定 解 问题 中 便于 推广 . 为 了 叙述 上 的 统一 ,我 们 
以 下 凡是 所 到 求解 定 解 问题 的 格林 函数 及 其 相应 的 格林 函数 法 都 
是 指 在 引伸 意义 下 的 相应 的 概念 . 

完全 类 似 ,我 们 可 以 把 4. 1. 2 中 所 讨论 的 三 维 波动 方程 初 值 问 
题 的 格林 函数 定义 为 定 解 问题 


FO 
沌 = 一。 :| 营 芝 十 莹 二 |]+ os 一生 一 oz 一 昌 


(71) (— oryz + 0,t> 0) 


= 0 (一 00 之 zy;,2 过 十 ce) 


的 解 C= Gry,2,6,96,t— r). 并 且 ， 同样 可 以 证 明定 解 问题 <7) 与 定 
解 问题 
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老 = 叶 如 + 且 + 多 (~ < <+ ot> 0) 
(7) Go = 0, | 一 6(z — E12— 6) 
td 


(一 oo 改 zyyz < 十 oo) 


是 等 价 的 . 于 是 , 按 4.1.2 的 (二 ) 讲 述 的 解析 方法 求解 (7) , 便 得 格林 
函数 为 


Gry ZE et 一 网 一 二 :Cr — g(t— 7)) (4-34) 


其 中 + 二 VG 一 WY 于 GE, 有 (4-34) 式 ,我 们 自然 可 以 
用 相应 的 格林 函数 法 ,求解 一 般 的 三 维 波动 方程 初 值 问题 


党 = 虽 [ 共 十 芝士 过 ]+ fd 


(K) : (— oo 之 zy97 之 十 oo,t > 0) 


w|i = prs ys) | 一 pz,y2) 


(一 oo <ryz < 二 oo) 


的 解 . 即 先 将 定 解 问题 (K) 分 解 为 三 个 定 解 问题 
有 = “| 加 + 腹 + 强 ) 一 <az<+cot>0 
(L) 


ui | ,= 一 0. 问 | ,一 9%(z32) (一 ee 所 zz + 00) 


a 党 + 各 + 名 (一 ce <zypz< 十 cot> 0) 
(M) 


ua) imo = PT ,82) 关 | =0 (~ oo<s,y,2<+ 0) 


与 
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Sn so !( 爱 十 有 十 宰 | + flzygy2 
(N) “ (一 oo 性 zg2 过 十 oo0,t> 0) 
au 


| 一 0 (一 ce r,s7 < 十 co) 
& | 


us | 一 0， 


并 且 , 按 迭 加 原理 ,有 


us F320) = (zz) 二 vor YZ) 
十 uslz,y»3,t) (4-35) 


对 于 定 解 问题 (L)、(M) ,仍然 采用 4.1.2 的 (三 ) 中 所 述 的 方法 分 别 
解 得 


ui(z,y,2,L) 一 pe (4-36) 
wl) = TL a (4-37) 


至 于 定 解 问题 (XN), 我 们 采用 这 里 所 给 出 的 方法 , 即 不 用 杜 险 美原 
理 , 直 接应 用 一 维 46- 函数 的 性 质 1. 2 与 推论 1. 1 以 及 高 维 5- 函 数 的 
性 质 1. 12 和 性 质 1. 13, 便 有 


fz,y,2,t) 
一 J sees Do yn etn damer 


=| .sd — ar fe, es-s yn 6 dams 


a ECE RS 
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为 此 , 先 求 解 定 解 问题 


eo [于 + 于 二 + de ~ 6 — me bt 
(~— 00 rs2 + 0,t> 0) 
Wl = 0， 4 ,=0 (一 co < ps<t+ 0) 


再 按 三 维 波动 方程 初 值 问题 的 格林 应 数 的 定义 ,以 及 (4-34) 式 ,并 根 
据 迭 却 原理 , 定 解 问题 (N) 的 解 为 

zi0 = {ar Boe fess aan 
再 仿照 4. 1.2 的 (三 ) 的 处 理 方法 ,不 难得 到 


Rh 
了 了 (699 一 —) 
ur,y2,1) = pe | —— gd 
Te 
据 此 以 及 (4-35) 至 (4-37) 诸 式 ,所 论 定 解 问题 (K) 的 解 为 
ulr,y 2 91》 一 wl] 


R 
+ pn， a fm > | 
式 中 出 现 的 记号 的 意义 与 (4- 26) 式 相同 . 上 述 讨论 充分 说 明 , 我 们 虽 
然 不 直接 使 用 杜 哈 美原 理 , 但 是 ,也 可 得 出 与 (4-26) 式 完全 相同 的 结 
果 . 这 种 方法 也 称 为 三 维 波动 方程 初 值 问题 的 格林 函数 法 . 从 这 里 可 
以 看 到 ,所 谓 格林 函数 法 无 非 是 将 所 论 定 解 问题 的 求解 ,分 解 为 几 个 
最 简单 的 定 解 问题 求解 ,然后 按 迭 加 原理 将 所 求 得 的 解 迭 加 之 , 便 得 
到 所 论 定 解 问题 的 解 . 其 物理 意义 则 在 于 把 一 般 的 “ 源 ” 分 解 成 为 瞬 
时 点 源 的 迭 加 ,把 连续 分 布 的 量 看 成 集中 分 布 的 量 的 迭 加 -从 而 ,使 
得 这 种 方法 成 为 切实 可 行 的 有 效 方法 , 其 中 函数 的 作用 则 是 十 分 
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明显 的 , 它 使 得 上 述 “ 分 解 ”成 为 可 能 ,而 且 为 格林 函数 的 解析 求法 提 
供 了 简捷 有 效 的 运算 工具 . 换 句 话说 , 正 是 由 于 运算 灵活 ,物理 前 义 
明显 的 函数 ,从 中 起 了 关键 性 的 作用 , 才 使 得 格林 函数 法 也 同时 
具有 物理 意义 鲜明 、 方 法 简捷 、 灵 活 , 行 之 有 效 等 特点 . 
纵 观 上 述 对 一 维 热传导 方程 及 三 维 波动 方程 初 值 问题 的 格林 函 
数 的 引伸 定义 ,不 难 发 现 , 它 们 确实 已 经 摆脱 了 定 解 条 件 的 束缚 ,这 
就 使 得 我 们 能 够 把 格林 函数 概念 进一步 加 以 推广 ,从 而 ,引进 对 任何 
定 解 问题 都 适用 的 统一 的 数学 定义 . 为 此 , 设 7 为 二 阶 线性 微分 算 
子 " .不 言 而 喻 ,方程 
Tu 一 了 (4-38) 
则 讨 括 了 本 章 所 要 讨论 的 三 种 典型 数学 物理 方程 的 各 种 可 能 情形 . 


* 即 了 是 具有 线性 运算 性 质 的 微分 运算 符号 . 也 就 是 全 作 由 于 某 孙 数 上 , 则 相当 于 对 
该 范 数 作 某 种 微分 运算 ,例如 ,对 于 微分 方程 


和 1 
二 二) 


若 记 
T=m 访 十 + 和 + (C#*) 
并 规定 
"ar + a rt 
= 入 二 a 守 + ‘Tey 
则 有 
Ty = f(z) 
在 此 意义 下 , 若 记 
7= 页 一 天 (un) 


则 方程 种 一 本 十 Tc,0 可 写 为 了 = flz,D 等 等 .至 于 了 具有 线性 运算 性 质 , 即 对 任意 和 
数 a,8 以 及 函数 ,gz 己 有 

(op + fy:) = oTy) + ATys 
此 外 ,规定 微分 算 子 中 所 出 现 的 最 高 阶 微 商 的 阶 数 为 读 微 分 算 子 的 阶 数 . 如 车 7 为 由 (* ) 
式 子 所 表示 的 , 则 称 了 为 a 阶 散 分 算 子 : 若 了 为 由 (* * ) 式 子 所 表示 的 , 则 称 耶 为 二 阶 徽 
分 算 于 等 等 
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相应 于 方程 (4-38) ,我 们 还 将 考虑 方程 

7u 一 4 (4-39) 
这 里 (4-38)、(4-39) 二 式 中 ,出 现 的 二 阶 微分 算 子 了 是 相同 的 :而 (4- 
38) 中 的 函数 了 及 (4-39) 式 中 的 4 函 教 对 变量 的 依 束 关 系 ， 徊 取决 于 


了 的 具体 形式 . 
如 若 记 
9 Ea Eg 
7= 半 -中 [区 + 率 
则 相应 应 的 f， 6 分 别 为 f= flz,y,0), 6=6(z—6,9— 973 一 7)3 若 
Ed Ed 不 
T= 襄 ++ 关 十 部 
则 相应 的 f=f(z,y,z),6==6(z 一 2,9 一 9,2 一 6); 若 
及 一 Ea 一 @ -一 于 
a’ 3 


则 相应 的 f,6 又 分 别 为 了 一 f(zD ,6 一 5(z 一 全 一 ,如 此 等 等 , 鉴于 
方程 (4- 38) 式 具有 广泛 的 似 表 性 ， 因此 ,一 般 地 来 讨论 含 方程 (4-38) 
的 定 解 问题 中 的 定 解 条 件 , 自 然 未 必 具 体 给 出 ,于 是 ,我 们 在 下 面 也 
称 含 方程 (4-38) 的 定 解 问题 为 由 方程 (4-38) 与 相应 的 定 解 条 件 而 构 
成 的 定 解 间 题 . 定 解 条 件 中 为 零 者 也 称 为 齐 次 定 解 条 件 . 至 此 , 便 可 
引进 如 下 的 定义 . 

定义 4.1 考虑 方程 (4-38) 式 与 相应 的 定 解 条 件 所 构成 的 定 解 
问题 , 记 之 为 (X), 若 记 (4-39) 式 与 将 (X) 中 的 全 部 定 解 条 件 改 为 齐 
次 条 件 合 起 来 所 构成 的 定 解 问题 为 (7), 则 称 (7) 的 解 为 (X) 的 格林 
函数 ,也 称 点 源 函数 或 基本 解 “. 

下 面 我 们 举例 说 明 , 在 按 定义 4. 1 求 得 格林 函数 的 基础 上 ,求解 


* 注意 按 此 定义 ,位 势 方 程 的 第 二 边 值 问题 的 格林 送 数 不 存在 ,从 贾 , 此 定义 对 这 类 
侣 题 不 适用 ,而 应 另行 引进 所 谓 广 义 格林 函数 的 概 仿 ,由 于 简 幅 所 限 ,不 再 涉及 . 

产 格 说 来 ,基本 解 与 避 林 应 数 是 有 区 草 酌 , 客 林 征 数 是 定义 4. 1 所 给 的 窜 悉 ; 同 基 本 
解 则 与 定 解 条 件 元 关 , 其 定义 应 当 是 ;方程 (4-39) 式 的 解 称 为 方程 (4-38) 式 的 基本 解 . 由 
此 可 网 格林 函 炒 其 实力 是 特殊 的 基本 钙 . 
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所 论 的 定 解 问题 的 格林 函数 法 . 
例 4.4 利用 格林 函数 法 , 求 定 解 问题 


+ 攻 } + sm (一 ce 所 zy8 + ot> 0) 


u| sm 一 1 
的 解 
解 首先 按 定义 4.1 寻找 二 维 热 传导 方程 初 值 问题 的 格林 本 
数 , 即 永定 解 问题 
e+) + ce — sp 


(一 oo y < 十 co 0) 
Ci 一 0 (— oo < sy < 0) 
的 解 G 二 Q(z,y,4,9,l 一 +). 念 照 第 二 章 § 2. 4 所 述 的 杜 哈 美 原理 的 物 
理论 证 及 推理 过 程 ,此 定 解 问题 可 归结 为 求 


人 2 + | (ory<+ot>r>0) 
Gl = dr — Ey CO— 1) 《一 co ry 二 00) 

的 解 . 采用 傅 氏 变换 法 (仿照 一 一 维 情形 解 此 定 解 问题 ) 不 难 求 得 其 格 
林 函 数 为 


Gry EN tt) = Die [e+ 人 en 
其 次 ， 由 迭 加 原理 ， 为 求 原 定 解 问题 的 解 u=u(z, Yt ) ,只 须 求解 
= ?| 强 + 强 | +sint (~ 0 <zy<+ o> 0 
ij -oo 一 0 (ory < 十 co) 
与 
| 一 “加 十 到 | (~ ory <tt> 0) 
zj| -oo 一 1 (~ oxy <+ oo) 
鉴于 . 
多 十 om 十 oo 
sint -| 二 | _ | Sinsd(z 一 《9 — Dt — TAdE | 
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所 以 , 按 迭 加 原理 及 格林 函数 G(z,y,6,1,t 一 7) 的 求法 可 得 


und = iar {as | sinrGCss yt — Ts 


， to 1 2 2 
一 sinrd 一 一 一 一 一 ee dy 
|， -= 24 Vrt 一 7) 
| 人 1 ee Lh 
4d-™ Za Vr — 7) 
一 1】 一 cost 


仍 按 上 述 格林 函数 的 求法 及 迭 加 原理 可 求 得 


wad) = ar [1+ ecogrbp04 
-| a | ~ re “ods 一 ! 
故 , 所 求 定 解 问题 的 解 为 
u(rz,y,t) =u(r,y,t) 十 u(rz,y,t) 
=2 — cost 
完全 仿照 例 4.4 的 求解 方法 ,不 难 利用 格林 函数 法 求 得 一 般 的 
二 维 热传导 方程 初 值 问题 


一 0 


$= 和 + 对 ] + f(z,80) 

(一 co <zy < 十 co > 0) 
le = wz . (一 oo <zy < co) 
的 解 为 

十 oo 十 om ， 

uCzygyyt) -| ar| “anf __f(850, T0799,657,t 一 T)de 


十 上 十 oo 
+ | | ono ne ma 


ot—7 


= | 二 | a | fC8 0 ete Ota-0/e eoge 
十 ji | | pl,Dete ot ow 
不 言 而 喻 ,上 述 格林 函数 法 是 符合 定义 4. 1 的 . 并且, 我们 在 下 
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面 要 讨论 稳定 过 程 的 定 解 问题 以 及 混合 问题 的 格林 函数 法 时 ,也 都 
将 按 定义 4. 1 分 别 引进 格林 函数 的 定义 . 


§ 4. 2 位 势 方程 定 解 问题 的 Green 
函数 与 Green 函数 法 


由 于 二 维 与 三 维 位 势 方程 定 解 问题 的 格林 函数 法 , 既 有 共性 ,又 
有 区 别 , 所 以 ,我 们 对 三 维 情形 将 做 较 详 细 的 讨论 ， 而 对 二 维 情形 只 
做 提纲 架 领 的 陈述 . 


4. 2.1 三 维 位 势 方 程 定 解 问题 的 Green 函数 法 . 


考虑 二 维 位 势 方程 
并 十 于 + 中 十 3 =f(z82) (zg)2) EQ (440) 

其 中 9 为 方程 (4-40) 式 中 所 含 势 阔 数 4 的 定义 域 ， 

车 9 不 是 全 空间 ( 即 2 不 是 整个 oxyz 空间 时 ), 则 含 (4-40) 式 的 
定 解 问题 中 ,应 对 未 知 函 数 w==u(z,y,z) 在 其 有 限 边 界 处 附加 以 边界 
条 件 ; 若 29 是 全 空间 , 则 含 (4-40) 式 的 定 解 问题 中 必然 不 显 含 边界 条 
件 . 鉴于 8 有 上 述 两 种 区 别 , 所 以 ,以 下 分 别 讨论 . | 

一 、 势 函数 的 定义 域 为 全 空间 的 情形 

此 时 所 谓 含 位 势 方程 (4-40) 式 的 定 解 问题 ,其 实 只 显 含 方程 (4- 
40) 式 . 有 


Ss: + oi 十 了 = f(y2) (orz 二 十 oo) 


《4-41) 
按 §$4.1 中 的 定义 4.1, 我 们 称 
用 + 芝 + 雪 = 6(z — Ey — 72 — 6) 
(~ oo <syz + 0) (4-42) 
之 解 0 二 G(z,y,2,6,9,6) 为 三 千 位 势 方程 关于 全 空间 的 格林 西数 也 
称 为 基本 解 或 点 源 函 数 ， 
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(一 ) 格 林 函 数 的 解析 求法 及 其 物理 意义 
按 上 述 格林 函数 之 定义 ,为 求 三 维 位 势 方程 的 关于 全 空间 的 格 
林 函数, 只 须 求 出 方程 (4-42) 式 的 解 即 可 . 为 此 ,我 们 于 方程 (4-42) 
式 两 端 对 z,y,z 取 三 维 定 氏 变换 ,并 记 
PCG(zyy zye 95) 一 Gh YALAD) 
再 利用 三 维 函数 的 健 氏 变换 公式 可 知 


~ 1 
GQ 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 人 2 十 123 十 00) 


对 十 类 十 镶 
于 是 ,对 名 取 健 氏 逆 变换 便 得 
G(x,y,2,6, nC) 一 人 


= ~ 和 DY 

记 矢量 

p 一 人 Me 和)，r 一 人 z 一 6 一 092 一 6} 
做 旋转 坐标 轴 的 变换 ,以 使 得 % 轴 与 + 的 指向 一 致 ,由 于 旋转 坐标 
轴 的 变换 不 改变 矢量 的 内 积 与 模 , 因 此 , 若 记 

P= |p| 一 V 再 十 和 基干 为 ， 

7 一 |r| 一 V(z 一 6 十 (一男 十 (一 5 
且 令 


hh = peintsing - (0 p< oo 0RO0CrA 0 Cg R27) 


| = fsin0cosg 
名 一 pcos0 


则 
p “r= prcos0 


于 是 , 按 三 重 积 分 在 球 坐标 之 下 的 积分 变换 公式 ,有 
G(s,9,2,6,1,6) = 下 | | "pina 


= 一 em * 27 ), “~ trotsindO 


1 人 + 
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-- 吉 [7 革 二 ce -ea 


2 p 2 
Ll fsinpr, 到 |。 + ginpr 
2 | p po 2mr pr) 


二 -- 吉 对 =- 由 1 
rr 2 2mr 2 hrr 


这 说 明 三 维 位 势 方程 关于 全 空间 的 格林 函数 为 


1 
CCzyyy2zye yyC) 一 一 4ar 


(rr=VG 一 6 干 人 一 9 二 (一 5 ) (4-43) 
借助 于 物理 上 的 电位 的 概念 ,不 难得 知 ,此 格林 函数 的 物理 意义 在 
于 , 它 表示 点 9(4,9,6) 处 , 放 以 电量 为 一 让 的 电荷 ,在 介 电 常数 :二 1 
的 无 限 大 均匀 介质 中 ,所 产生 的 静电 场 内 任 一 点 PCz,y,z) 处 的 电位 
分 布 ,或 者 表示 于 点 Q(&,m6) 处 放置 以 单位 负电 荷 + 在 介 电 常 数 e= 


在 的 无 限 大 的 均匀 介质 中 所 产生 的 静电 场 内 任 一 点 P(z,y,2) 处 的 
电位 分 布 . 

二) 格林 函数 法 

为 求解 三 维 位 势 方程 的 于 全 空间 上 的 定 解 问题 (4-41) 式 ,由 于 


fai555) = oc — $9 — 05 — FCEsn, dsme 


于 是 ,只 须 求 出 (4-42) 式 的 解 6=G(zx,y,z,E,n,6) 并且, 按 选 加 原 
理 ,(4-41) 式 的 解 为 


wag55) = | oes, Fes dsame (444) 
而 (4-12) 式 的 解 正 是 三 维 位 势 方程 关于 全 空间 的 格林 函数 ,再 由 C4- 
43)、《4-44) 二 式 立 即 得 到 , (4-41) 式 的 解 为 
2 ze 


u(rz,y,2) 一 一 


一 dd6 


(7 一 Vz 一 人 十 (一 9)2 十 (z 一 上 ): ) 
我 们 把 上 述 基于 求 格林 函数 ,并 借助 于 选 加 原理 , 求 得 三 维 位 执 
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方程 于 全 空间 上 的 定 解 问题 的 解 的 方法 , 称 为 关于 全 空间 上 的 三 维 
位 势 方程 的 格林 函数 法 , 或 者 称 点 源 函 数 法 ， 
二 、 势 函数 的 定义 域 不 为 全 空间 的 情形 
这 时 ,所 谓 三 维 位 势 方程 (4-41) 式 于 9 上 的 定 解 问题 ,还 应 于 9 
的 边界 上 附 吉 所 谓 定 解 条 件 . 
我 们 以 下 仅 以 第 一 类 边界 条 件 为 例 来 讨论 , 记 丁 为 区 或 8 的 边 
界 . 而 
4 一 志 十 区 十 z 
常 称 为 三 维 拉 普 拉 斯 (Laplace) 算 子 . 考虑 一 般 的 定义 于 9 上 ,三维 
位 势 方程 的 第 一 边 值 问题 
hu = f(z,y,2) (zygy2) GE DQ (4-45) 
(4) | ulr 一 gr,y,2) (4-46) 
基于 定义 4. 1, 我 们 仍然 定义 定 解 问题 
. dG 一 6(r-6,y-n,2-6) (zy,2) EQ (4-47) 
(8) | cl =0 (4-48) 
(其 中 点 (&,n,6) 为 2 内 的 参 变 点 ) 的 解 G=G(z,y,z2,6,7,6) ,为 二 维 
位 势 方程 的 关于 区 域 9 的 第 一 边 值 问题 的 格林 函数 . 由 于 定 解 问题 
(8) 在 物理 上 表示 了 在 集中 点 源 作用 下 的 位 势 分 布 ,因此 ,也 称 此 格 
林子 数 为 点 源 函数 或 基本 解 . 
(一 ) 格 林 函 数 的 进一步 确定 
为 了 能 够 在 已 得 结果 即 (4-13) 式 基础 上 ,寻求 一 个 确定 上 述 烙 
林 函 数 的 有 效 方法 ,我 们 取 (4-43) 式 作为 方程 (4-47) 式 的 一 个 特 解 ， 
并 令 
k= K(zsyz, 6, 6) = G(r,y92,6,1,6) 十 去 


(一 VC 一 上 十 (一 9 十 (一 < ) 
则 K=K(r,y,2,€, 7,6) 为 拉 普 拉 斯 方程 第 一 边 值 问题 


hmr | 0 ner 
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的 解 ,为 简便 起 见 , 记 P=P(z,y,2),0—0(6,1,6) 57 一 7 , 则 有 


G(P,0) =— 二 + K(P,Q) 
= VOT ND TFG ) (4-49) 


这 里 ， 定 解 问题 (C? 的 多 天 (P,9) 也 称 为 此 格林 函数 的 正则 部 分 . 鉴 
于 一 下 -为 已 知 函 数 ,于 是 ,确定 格林 函数 (4-49) 式 的 关键 在 于 求 得 


4zrrm 


K=K(P,Q), 即 只 须 求解 一 个 拉 普 拉 斯 方程 满足 已 知 边 界 条 件 的 第 
一 边 值 问题 (C). 因此 ,我 们 也 把 上 述 格林 函数 称 为 拉 普 拉 斯 方程 关 
于 区 域 9 的 第 一 边 值 问题 的 格林 函数 ,后 面 将 会 看 到 ,把 确定 上 述 
格林 函数 的 问题 转化 为 求解 特殊 的 定 解 问题 (C) 是 一 个 实质 性 的 相 
当 关键 的 步 又 ， 

(二 ) 格 林 函 数 的 性 质 及 其 物理 意义 

1. 格林 函数 的 物理 意义 

下 面 我 们 以 静电 场 的 电位 理论 为 背景 ,来 简 述 由 (4-49) 式 所 确 
定 的 格林 函数 的 物理 意义 ， 

众所周知 , 按 静 电场 的 理论 , 若 只 于 QL,6) 点 处 置 以 电量 为 a 
的 点 电荷 , 则 在 介 所 常数 为 :==1 的 均匀 介质 中 所 产生 的 电场 内 的 任 
一 点 PCz,y,z) 处 的 电位 为 


u(P,0) = 2 
re 


(Cr Vs) 二 + (yn + (2— 6 ) (4-50) 


车 除 点 8 处 有 点 电荷 外 ,电场 内 还 有 感应 电荷 存在 , 则 电场 内 
任 一 点 的 电位 ,应 该 是 该 点 电荷 单独 存在 时 ,所 产生 电场 的 电位 (4- 
50) 式 与 感应 电荷 所 产生 的 电场 于 所 论点 处 的 电位 的 迷 加 ,为 此 , 若 
设想 以 为 边界 曲面 的 区 域 9 的 内 部 是 介 电 常数 为 :=1 的 均匀 介 


质 ,而 7 为 绝缘 导体 壳 , 在 9 内 部 某 点 @(4,n,6) 处 置 以 电量 为 一 二 
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的 点 电荷 ”, 则 由 静电 感应 原理 ,在 绝缘 导体 这 了 上 产生 感应 电荷 ， 
按 上 述 的 电位 迭 加 原理 可 知 ,在 9 内 部 任 一 点 P(z,y,2) 处 的 电位 


(P,Q) 应 该 等 于 该 点 电荷 单独 存在 时 所 产生 的 电场 的 电位 一 三 
感应 场 在 点 的 电位 ( 记 为 (P,@)) 的 迁 加 , 即 


V(P,Q) =— 让- + K(P,Q) (4-51) 
re 


其 中 mr = VG 一 0) 十 一 "十 Gz 一 C7 因为 静电 场 内 的 电位 函 
数 ,在 电场 中 没有 电荷 分 布 于 其 上 的 点 处 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,于 是 ， 
KCP,8) 在 9 内 部 任 一 点 Plz,y,z) 处 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,再 根据 三 维 
位 势 方程 的 关于 全 空间 上 格林 函数 (4-43) 式 的 物理 意义 可 知 ,由 (4- 
51) 式 所 确定 的 VC(P,8) 是 定 解 问题 (8B) 中 方程 (4-47) 式 的 解 ”; 更 若 
假定 上 述 绝缘 导体 壳 为 接地 导体 , 则 上 每 点 电位 都 为 替 , 换 言 之 ， 
此 时 由 (4-51) 式 所 确定 的 电位 函数 VY(P,8) 还 满足 定 解 问题 (3) 中 的 
边界 条 件 (4-48) 式 ,这 表明 此 电位 函数 K(P,@) 正 好 描述 了 由 (4-49) 
式 所 进一步 确定 的 三 维 拉 普 拉 斯 方程 ,关于 区 域 9 的 第 一 边 值 问题 
的 格林 函数 GC(P,8), 也 就 是 说 ,此 格林 函数 的 物理 意义 ,是 当 接地 绝 
纹 导 面 内 部 为 介 电 常 数 一 1 的 均匀 介质 , 且 其 内 放 以 电量 为 一 去 的 
点 电荷 时 ,在 该 导体 内 的 电位 分 布 . 

2. 格林 函数 的 性 质 

由 (4-49) 式 及 由 此 所 确定 的 格林 函数 的 物理 意义 ,不 难得 知 此 
格林 函数 G(P,8) 具 有 如 下 性 质 ， 

”1° 对 称 性 ”G(P,4)=4(8,P) (也 称 互 易 性 》 
2* 调和 性 ” 当 PQ 时 ,G(P,8) 是 PP 在 9 内 的 调和 函数 ， 


* 让 者 设想 以 绝缘 导体 这 Di 六 他 入 此 站 站 二 是 介 电 庆 数 为 =r 的 均匀 介质 ， 
且 于 9 内 部 某 点 90C6,9,6) 处 置 以 单位 负电 荷 . 

由 定义 4.1 脚 注 * 中 关于 基本 解 的 确切 定义 可 知 ,此 时 的 电位 函数 (P,Q) 正 是 三 
维 位 势 方程 基本 解 的 物理 意义 . 

bd 车 =uz,y,) 是 拉 普 拉 斯 方程 su 一 0 在 某 区 域 D 内 具有 连续 的 二 阶 偏 微 商 的 是， 
则 称 4 二 4(z,y,z) 为 域 D 内 的 调和 函数 ,或 称 4 二 u(x,y,z) 于 DD 内 调和 . 
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3" 齐 次 性 G(P,9) 在 边界 曲面 上 ,满足 齐 次 边界 条 件 
G(P,Q) |r=0; 

4 奇偶 性 ”GCP,8) 在 点 《处 具有 奇异 性 , 即 imG(P,@) 一 oo 

(三 ) 格林 函数 法 

1， 方 法 的 坏 端 

基于 前 面 的 论述 可 知 ,所 谓 利 用 格林 函数 法 求解 定 解 问题 (4)， 
无 非 是 借助 于 寻求 相应 的 格林 函数 ,并 运用 选 都 原理 来 求解 ,有 鉴于 
此 ,自然 应 当 首 先 把 (4) 化 为 含 齐 次 边界 条 性 的 定 解 何 题 ,而 在 通常 
情况 下 是 不 难 通过 某 种 变换 实现 的 . 因此 ,不 妨 设 已 将 (4) 化 为 

。 [2 一 PP) (PED) 
Vlper 一 人 

其 中 P 一 P(z,yz), 若 记 =QCe7e), 则 可 将 等 式 


Pr = Pereac — ésy — ns — Gasande 
| 
简 记 为 
P(P) = i P(O)6(P — @)dy。 


据 此 ,以 及 三 维 拉 普 拉 斯 方程 关于 区 域 9 的 格林 函数 定义 , 即 (4-49) 
起 所 确定 的 函数 0=G(P,0), 再 按 失 加 原理 ,立即 可 知 (B) 的 解 为 


y(p) = Nl F(OOP, ON, (4-52) 


再 按 上 述 定 解 问题 (D) 与 (4) 的 关系 ,并 根据 (4-52) 式 , 便 可 求 出 (4) 
的 解 . 

然而 ,上 述 求 定 解 问题 (4) 的 所 谓 格林 函数 法 , 却 有 着 明显 的 弊 
端 ; 

1 这 种 方法 的 核心 在 于 借助 格林 函数 ,运用 选 加 原理 来 求解 ， 
因此 ,一 个 必 不 可 少 的 步骤 是 :只 要 (4) 中 含有 非 齐 次 边界 条 件 , 首 
先 就 应 当选 取 适 当 的 变数 变换 ,将 其 化 为 齐 次 边界 条 件 . 即使 是 (4) 
中 所 含 泛 定 方程 为 齐 次 方程 ,也 必须 遵 竺 这 一 步 隐 . 此 种 苛刻 要 求 ， 
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2 和， 
2 一般 说 来 ,由 (4-49) 式 确定 的 格林 函数 ,在 2 内 部 的 表达 式 

常常 比较 复杂 ,作为 (B) 的 解 的 积分 表达 式 (4-52), 只 能 借助 于 该 格 
. 林 函 数 在 9 内 部 的 表达 式 而 得 出 ,从 而 ,通过 (4-52) 式 所 获得 (4) 的 
解 的 表达 式 , 也 就 势必 更 为 复杂 . 为 了 克服 上 上 述 各 环 端 ,我 们 有 必要 
对 定 解 疝 题 (4) 的 解 的 表达 形式 , 作 进一步 的 探讨 ,从 而 ,对 上 述 方 
法 作 进 一 步 的 实质 性 的 改进 ,得 出 对 于 求解 三 维 位 势 方程 的 边 值 问 
题 的 更 行 之 有 效 的 格林 函数 法 . 

2. 方法 的 改进 

为 了 改进 上 述 方法 ,我 们 需要 引用 高 等 数学 中 的 奥 - 高 
《Ocrporpanckn-Gauss) 定 理 , 及 数学 物理 方程 中 的 两 个 基本 公式 一 
格林 公式 . | 

定理 4.2 设 9 是 以 按 片 光 清 ' 的 曲面 厂 为 边界 面 的 有 界 区 
域 ,P(z,y,z);Q(z,y,z),Rlz,y,z) 锭 在 D 二 D9 十 "r 上 连续 , 目 在 9 内 
有 连续 的 一 阶 偏 微 商 , 则 


le a 
由 (+ 


。 为 了 说 明 接 志 光 抽 , 须 先 说 明 什 么 是 光 漠 明 面 . 设 三 维 空间 oxy 中 这 曲面 s 的 参数 
方程 为 ,z= wp(up) ,y= 二 (1,0) ,2 二 wlw,0) Ce)ED, 其 中 局 为 mo 平面 上 某 个 区 域 , 若 pls， 
5) 9%(w zy) wub) 钳 于 D 上 具有 连续 的 一 阶 仿 导数 ,并且 


||! 2 90 Pw P| 

EE hh 2 2 加 
Puwyp) 一 

20 Bw Sp 如 名 好 

EE 和 oo 为 ”加 


在 上 己 不 为 符 , 则 称 5 为 光 指 曲面 . 这 里 p(x,v) 在 D 上 人 不 为 等 , 即 在 D 上 每 点 (u,b) 处 
的 三 个 雅 可 比 行列 式 中 至 少 有 一 个 不 为 零 , 即 是 保证 6 上 每 点 Cz,y,z) 处 的 切 平面 都 存 
在 . 

设 三 维 空间 oryz 中 某 曲 面 " 的 参数 方程 为 z= SCws0) ,9 一 9a 人 ,2 一 (ayp) (wo)E 
0. 其 中 0 为 w 平 面 上 茶 个 区 域 . 若 9 可 分 为 有 限 个 于 区 域 901,02,… ,G., 使 o 上 的 每 片 曲 
面 

OT = bus0) ,9 = ,9) ,# = ws) (B89) E Gk = 1 2, sn) 
都 是 光滑 的 曲面 , 则 称 曲 面 v 为 按 片 光 撒 的 曲面 . 
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= | CPeos(n,z) 十 gcos(a,y)》 十 Recos(a,z)]ds*。 (4-53) 
r 


其 中 cosln,z),cosln,#),cos(#,z) 是 曲面 在 点 (2,y,2) 处 的 外 法 向 
量 n 的 方向 余弦 . (4-53) 式 又 常 称 为 奥 - 高 公式 . 这 个 定理 在 高 等 数 
学 中 已 有 详细 证 明 , 此 处 不 再 装 述 . 

基于 定理 4. 2， 不 难 推 得 在 数学 物理 方程 中 极为 有 用 的 两 个 基 
本 公式 ， 

推论 4.1 设 9 是 以 按 片 光滑 的 曲面 ” 为 边界 的 有 界 区 域 ， 
uz,y,z),v《z,9,z) 皆 于 9 十 厂 上 具有 连续 的 一 阶 偏 微 商 ,在 9 内 有 
连续 的 二 阶 偏 导数 , 则 

. Bi 
下 udvdv 一 J 让 

~- [六 "全 + 竟 : “ 锡 十 全 " 问 jip 4-54) 
其 中 名 反光 为 了 数 vz,g, 在 时 面 "上 的 点 (ey,2) 处 , 沿 该 曲面 
的 外 法 向 的 微 商 . 


证 明 令 P=u ,0=4 守 ,8= u 袍 , 则 接 假设 条 件 以 及 奥 - 高 定 


理 ,立即 可 知 
到 + 引伸: 到- 间 ) 


g 


* 采用 场 论 中 的 记号 ,(4-53) 式 可 以 守 示 为 简单 的 形式 . 记 a=(P， 9， ) ,no 为 外 扶 向 
重 "的 单位 向 量 , 从 而 


ne = (cos(#,2) ,con,y) ,cos(n, £2)") 


再 记 有 向 曲面 元 ss 二 ds 。n, 则 (4-53) 式 可 写 为 


ee 
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一 | Peosn,4) 十 Fee ny) 十 Feoels ,2) jas 


对 于 上 式 左 端 之 被 积 函数 中 的 每 一 项 ,利用 函数 乘积 的 徽 商 公 
式 ,而 其 右 端 的 被 积 函 数 , 则 利用 方向 导数 的 定义 便 可 得 到 (4-54) 
式 ， . 
(4-54) 式 常 称 之 为 格林 第 一 公式 ,这 个 公式 与 定 积分 中 的 分 部 
积分 公式 相 类 比 ,不 难 发 现 , 此 公式 的 作用 相当 于 高 维 积分 中 的 分 部 
积分 公式 ,可 见 其 重要 意义 
推论 4. 2 在 推论 4. 1 的 假设 条 件 下 ,有 


I (wo va w= EE (4-55) 


证 明 于 推论 4. 1 的 (4-54) 式 中 ,将 wo 的 位 置 互 换 , 则 有 

和 | "ae 有 ( 闫 闫 十 半 侨 十 全 多 
将 (4-54) 式 与 此 式 相 减 , 便 得 所 要 证 的 (4-55) 式 . 

(4-55) 式 常 称 为 格林 第 二 公式 , 它 不 仅 具 有 格林 第 一 公式 所 具 
有 的 意义 ,而 且 由 于 其 表达 形式 更 具有 对 称 性 ,结果 更 为 简捷 ,因此 ， 
也 更 为 常用 .特别 是 从 格林 第 二 公式 的 表达 形式 不 难看 出 , 它 显 然 更 
适用 于 调和 函数 的 深入 研究 ,事实 上 ,基于 格林 第 二 公式 ,我 们 不 难 
推 得 调和 函数 的 积分 表达 式 ,该 积分 表达 式 是 研究 位 势 方程 的 基本 
公式 ,并 在 许多 方面 广 为 应 用 . 

定理 4.3 设 9 是 以 按 片 光 清 曲 面 厂 为 边界 面 的 有 界 区 域 ， 
ulP) 于 99 十 TT 上 具有 连续 的 一 阶 偏 微 商 ,在 2 内 具有 连续 的 二 阶 
偏 微 商 , 且 为 泊 松 (Poisson) 方 程 的 第 一 边 值 问题 


* 采用 场 论 中 的 记号 ,(4-55) 式 可 以 更 为 简捷 地 表示 为 
下 Cudiv(qgradv) 一 vdip(qradx)]du = 人 Cu(grads) 一 vlqradu) Jds 
0 站 
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du(P) 一 f(P) (PEg) 
. ulr = pCP) | 
的 解 . 若 由 (4-49) 式 所 确定 的 拉 普 拉 斯 方程 关于 区 域 9 的 第 一 边 值 
向 题 的 格林 雍 数 9C(P,@) 存 在 , 且 其 正 网 部 分 KCP,8) 作 为 P 的 函数 
于 9 上 具有 连续 的 一 阶 偏 微 商 , 则 当 Plz,y,z)E8 时 ,u(P) 有 如 下 积 


分 表达 式 . 条 认 
"P= | wo Rs, + ll 0(@,P)7(O)ar。 (4-56) 

证 明 由 (4-45)XG(P,Q) 一 (4-47)Xu(P), 并 于 9 上 积分 很 

攻 [CC(P,@)4u(P) 一 w(P)40(PO)3dy A 人心 泊 


5 | | 和 
-| GCCP,O)f(PJdp， — 由 ua(P)4(P ~ QO; (eg9) 


“请 根据 格林 公式 (4 55) .6- 函数 的 运算 性 质 ， 以 及 (4-46)、(4:48) 二 
式 ,并 且 , 为 了 习惯 ,将 P、 《的 记号 互 换 , 便 得 定 解 问题 (4) 的 解 的 积 
分 表达 式 为 


uCP) 一 | pCQ) Ls, + 下 OQ PO (PE 9) 


由 假定 Kk(P,8) 为 G(P,@) 的 正则 部 分 ,因而 它 于 9 内 调 舟 * 邯 ， 

(P,9) 作 为 P 的 函数 于 9 内 具有 连续 的 二 阶 偏 微 商 , 且 
AK(P,0) =0 (PED) 

据 此 ,以 及 关于 u(P) 的 假设 条 件 ， nme 

式 (或 (4-56) 式 ), 有 


， 0 


"hry 


届 肖 


一 K(Q,P)Au(O Vo 二 0 有 
I 济济 


于 是 
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-地 人 mr (467) 


”推论 4. 在 定理 4. s 的 假设 条 件 下 ， 且 *(P) 为 拉 普 拉 斯 方程 
， 的 第 一 边 值 问题 
(8) (全 一 0 (PE€ 29) 
u| > 一 9(P) 
的 解 . 若 由 (4-49) 式 所 确定 的 格林 函数 GCP,8) 存 在 ,并 且 , 其 正则 
部 分 AP,@) 作 为 P 的 函数 于 Q@ 上 具有 连续 的 一 阶 偏 微 商 , 则 当 
P(z,gz)Eg8 时 ,x(P) 有 如 下 积分 表达 式 


p04, 


u(P) = | p(Q) (4-58) 


:推论 4.4 在 定理 4.8 的 假设 条 件 下 ,更 若 s(P) 一 us(z,zg,z2) 在 城 
全 内 调和 ,由 定理 4. 3 和 推论 4. 3 以 及 (4-57) 式 可 知 当 PE 时 便 有 


1 1 1 ， 
xu(P) 一 一 | u(Q@) 高 (二 一 Ea 六 "(0) jes (4-58) 


(4-58)’ 式 称 为 三 元 调和 函数 的 积分 表达 式 . 推论 4.4 揭示 了 在 9 内 
为 调和 的 函数 4 在 9 内 部 的 值 ,是 由 4 及 sw 的 梯度 eradu( 注 意 池 一 


gradu。n,) 在 9 的 边界 曲面 站 上 的 值 所 决定 的 这 一 重要 事实 . 正 是 
基于 这 一 事实 , 才 使 得 (4-57) 式 成 为 数学 物理 方程 中 的 重要 公式 , 符 
草 在 位 势 方程 的 研究 中 ,往往 起 着 很 基本 的 作用 . 

综 上 所 述 ,所谓 三 维 位 势 方 程 第 一 边 值 问题 的 改进 的 格 林 淫 数 
法 ,就 是 通过 求 得 由 (4-49) 式 所 确定 的 格林 函数 G(P,Q), 再 依据 (4- 
56 ) 式 求解 定 解 问题 (4) 的 方法 . 至 于 这 种 方法 为 什么 能 克服 原 格林 
函数 法 的 兽 端 ,而 成 为 改进 的 格林 函数 法 ,我 们 将 在 本 段 的 最 后 详细 
说 明 . 

关于 上 述 所 谓 改进 的 格林 函数 法 , 作 几 点 注释 ; 

1。 定理 4. 3 只 是 表明 uP) 是 (4) 的 解 的 必要 条 件 ,并 且 可 用 
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(4-56) 式 表示 之 , 反 忘 , 则 不 得 而 知 了 . 因为 ,要 在 一 艇 情形 下 验证 
(4-56) 式 是 (4) 的 解 , 那 是 非常 困难 的 i 

2° 无 论 是 原来 的 还 是 改进 的 格林 函数 法 ,都 表明 要 求 并 非 多 | 
空间 某 城 全 上 的 犹 里 赫 利 (Dirictiiet) 间 题 * 的 解 , 其 须 求 出 (4-49) 式 
的 CC(P,@+, 而 按 (4-49) 式 ,为 求 G(P,g) 又 只 须 求 其 正则 部 分 KCP5 
9), 也 就 是 只 须 求解 一 个 特殊 的 拉 普 拉 斯 方程 第 一 边 值 问 题 

(AK=0 (PE 9) 
oo 十. 

的 解 . 这 就 把 原来 求解 定 解 问题 (4) 的 问题 ,大 大 地 简化 了 ， 这 正 是 
(无 论 是 原来 的 还 是 改进 的 ) 格 林 函 数 法 的 优越 之 处 . 显然 ,只 要 区 域 
9, 边 界 + 的 形状 业经 确定 , 定 解 问题 (0) 便 完全 确定 ; 这 又 进一步 说 
明 由 C4-49) 式 所 给 出 的 GC(P,@) ,其 实 只 依赖 于 9 的 边界 形状 . 谅 个 
重要 事实 ,一 方面 深刻 地 揭示 了 9 的 边界 形状 ， 对 求解 狄 里 赫 利 问 
题 是 十 分 关键 的 因素 ; 另 一 方面 则 富有 启示 性 地 说 明 : 人 们 一 一 旦 求 出 
了 该 问题 的 格林 函数 , 便 一 一 劳 永 包 地 解决 了 这 个 区 域 上 的 任 一 炙 里 
赫 利 问题 ,至 少 在 厌 则 上 是 如 此 ; 

3。 正 是 由 于 格林 函数 法 (无 论 是 原来 的 还 是 改进 的 ) 对 于 区 域 
的 形状 的 依赖 性 ,因此 ， 至 使 这 种 方法 具有 相当 的 局 限 性 . 事实 上 ， 采 
用 这 种 方法 , 远 不 能 解决 任意 区 域 上 的 狭 里 赫 利 问题 . 一 方面 是 因为 
并 非 对 任何 区 域 GCC(P,@) 都 存在 : 另 一 方面 既 使 已 论证 了 在 某 些 区 域 
上 6G(P,9) 是 存在 的 , 却 也 还 未 必 能 生体 地 求 出 来 ;再 说 , 既 使 求 出 了 
CCP,9) ,正如 1 中 所 指出 的 ,要 证 明 (4-56) 或 (4- 57? 式 是 定 解 问题 
(4) 的 解 也 常 非 易 事 ; 

人 ”然而 ,除了 上 述 2* 中 所 说 在 方法 论 上 的 重要 意义 外 ， 格林 二 
数 法 的 实用 意义 , 则 在 于 对 某 些 常见 的 区 域 , 如 球 ,半空 间 、 平面 和 图 
域 等 ,不 仅 可 以 用 初等 方法 求 出 其 格林 函数 ， 而 且 ， 还 容易 证 明 对 这 


* 即 含 位 势 方程 的 第 一 边 第 问题 . 若 该 位 委 广 各 为 拘 检 方程 则 称 为 油 极 方 和 的 多 
赫 利 问题 : 若 该 位 势 方 程 为 拉 普 拉 斯 方程 则 称 为 拉 普 拉 斯 方程 的 多 里 稚 利 问题 “ 
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些 常见 区 域 而 言 ,由 (4-56) 或 (4-57) 式 所 确定 的 函数 , 确 为 定 解 间 题 
C4) 的 解 , 从 而 ， 唉 简捷 又 彻底 地 解决 了 这 些 虽然 特殊 却 是 常见 的 区 
城 执 的 任 一 狭 里 替 利 问题 ， 

失 (( 由 此 可 见 , 格 林 函 数 法 最 终归 结 为 , 拉 普 拉 斯 方程 关于 某 些 常 见 
的 特殊 类 型 的 区 域 的 第 一 边 值 问题 的 格林 枯 数 的 求法 . 为 此 ,下 面 我 
们 介绍 两 种 求法 , 即 静 电源 象 法 和 特 解 法 . 
” “3. 静 电源 象 法 

这 是 求 格林 函数 的 一 种 常用 方法 ， 此 法 不 仅 相当 初等 ， 而 且 , 物 

理 背 景 也 十 分 鲜明 ,是 一 种 经 便于 掌握 ,又 便于 应 用 的 有 效 方法 . 

从 习 前 面 已 经 指出 , 按 (4-49) 式 求 96(P,@) ,又 员 须 求 其 正则 部 分 
艇 站) ,而 由 6(P,@) 的 物理 意义 可 知 ,其 正则 部 分 K(P,9) 是 代表 
专 绝 缘 导 面 乙 内 部 ( 介 电 常数 := 1 的 ) 均 匀 介 质 中 某 点 @ 处 置 一 电 


攻 为 一 去 的 电 共 时 ， 该 导 面 的 感应 电荷 所 产生 的 感应 电场 在 了 内 部 


点 P 处 的 电位 . 我 们 设想 了 上 的 感应 电荷 ,可 由 外 的 若干 带 适 
滨 电 量 的 点 电荷 答 代 ,以 使 得 这 些 点 电荷 所 产生 的 电场 在 一 内 的 点 
P 处 的 电位 等 于 (P,0). 9 外 部 的 这 些 假想 的 点 电荷 常 称 为 替代 点 

4 荷 , 由 于 替代 电荷 在 9 之 外 , 故 过 代 电荷 所 产生 的 电场 在 9 内 部 

电位 分 布 函数 ,显然 满足 拉 普 拉 斯 方程 .于 是 ,由 定 解 问题 (C) 便 
知 , 饮 使 符 代 电荷 产生 的 电场 在 9 内 任 一 点 P 处 的 电位 ,与 上 述 感 
了 P 点 处 的 电位 相等 ,只 须 使 前 者 在 9 的 边界 面 上 的 电位 为 


入 (其 中 QE€D, 为 上 述 置 以 带电 量 为 一 二 千 的 点 电 某 之 点 ,P 为 荆 上 


人 二 点 )， 这 正 是 我 们 和 求知 代 点 电 窒 的 友 则 和 出发 避 从 而 ,也 就 成 
为 我 们 具体 求 GC(P,@) 的 正则 部 分 K(P， 8) 的 原则 和 出 发 点 . 由 (4- 
多 ) 式 所 确定 的 格林 函数 的 物理 意义 又 可 知 ,这 一 原则 显然 也 可 以 表 
类 为 ;所 求 震 代 点 电荷 ,无 非 是 使 得 位 于 9 内 的 点 电荷 9 与 这 些 普 
作战 曲 荷 所 产生 的 电场 于 9 的 边界 面 上 的 任 一 点 的 电位 恒 为 专 
鉴于 替代 点 电荷 的 作用 ,实质 是 痊 代 由 于 在 9 内 部 的 点 9 处 ， 


全 了 电量 为 的 点 电 有 而 在 他 练 导 体 部 上 所 产生 的 应 感 电 硝 
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的 作用 . 由 静电 感应 原理 ,不 难 推 知 替代 点 电荷 在 9 外 部 的 具体 位 
置 及 其 带电 景 ,应 与 点 8 在 9 内 的 位 置 有 关 , 因 此 ， 我 们 称 置 于 点 9 
E9 处 的 点 电荷 为 静电 源 , 而 称 替代 点 电荷 为 静电 象 . 由 静电 源 找 静 
电 象 而 确定 格林 函数 的 方法 叫做 静电 源 象 法 . 

下 面 我 们 举例 说 明 静 电源 象 法 的 应 用 . 

例 4.5 求 球 域 上 的 格林 函数 并 解 定 解 问题 (4) 

解 设 9 为 ozyz 空间 内 以 原点 为 心 ,R 为 半径 的 球体 ， 

， 十 玉 十 2 之 展 

其 边界 面 为 
T; 二 二 2 
对 于 9 内 异 于 原点 的 任 一 点 0(6,w,6), 若 设 为 点 @ 关于 球面 并 
的 反 演 点 " , 则 
Tog * To00, = RPR? 


从 而 ,8, 在 丁 之 外 . 


* 空间 内 两 点 4Q1 称 为 关于 以 0 点 为 球 心 ,以 “为 才 各 的 于 而 互 为 反 演 的 ， 如 果 
“ro 于 R? 
则 反 演 点 的 求 革 如 < 设 9 为 球 吕 内 
任 一 点 ,连结 00, 过 0 点 作 og 的 重 
直 平 面 , 交 球面 上 上 于 一 国 周 记 为 
Go. 于 Co 上 任 取 一 点 六 ,过 入 点 作 球 
面 荆 的 切 衬 面 , 交 oo 的 延长 线 于 点 
Q1,01 点 如 是 所 求 的 @ 的 反 演 点 . 
首先 ,由 平面 几何 知识 不 难 证 
明 ,01 的 位 置 与 入 在 C。 上 的 位 置 无 
关 , 从 而 说 明 @ 是 唯一 确定 的 ,其 
次 ,很 明显 ONQ10 这 四 点 共 面 ， 所 
-以 ， 由 40NQGQ4O0NQ 得 


row _ Tog 


fow 
注意 rov 一 PR, 于 是 ro ，ro 一 下 接 定义 ， g ' 正 是 8 关于 球面 全 的 反 演 点 . 仿 此 倒 推 , 则 不 
难 作出 球 9 外 的 点 之 关于 的 反 演 点 ， 


特别 地 ,由 定义 可 知 球 心 0 与 区 穷 远 点 关于 球面 本 是 互 为 反 演 的 . 
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按 格林 函数 的 物理 意义 ,设想 于 点 9 处 置 以 电量 为 一 二 的 点 电 
荷 , 且 球体 9 内 分 布 介 电 常数 为 一 1 的 均匀 介质 . 若 于 点 @, 处 置 以 
电量 为 9 的 点 电荷 , 则 此 点 电荷 所 产生 的 电场 于 P(z,9,z)E 9 处 的 


电位 为 > 全 . 按 上 述 寻 找 替代 点 电荷 的 原则 ,为 使 在 @, 处 所 放电 量 为 
9 的 点 电荷 , 确 为 符 代 电荷 ,即使 格林 函数 CCP,@) 的 正则 部 分 为 


K(P,@) 一 全 (PE 9) (4-59) 
本 [| 
只 须 选 取 9 适合 等 式 
2 1 
mn 
就 够 了 ,因此 ,应 有 
= (PpEr 
(= 起" 局 (PE 门 (4-60) 


为 说 明 由 (4-60) 式 确定 的 g 值 ,与 直上 P 点 的 位 置 无 关 , 尚 须 证 


明 比值 世 确 与 PE 并 的 位 置 无 关 , 事 实 上 ,对 任 一 PET, 由 于 是 


ES 


4-5 . 图 4-6 

关于 丁 的 反 演 点 ,如 图 4 一 5, 并 注意 7,，，=8, 可 知 
Too, _ ror 
rT 


从 而 
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AOQP cc 人 OP 
据 此 , 若 以 常数 p 记 04 的 长 度 , 即 rw= 2 则 


这 说 明 由 (4-60) 式 所 给 出 的 9 是 与 PE 的 位 置 无 关 的 ,而 且 又 是 完 
全 确定 的 数 , 于 是 ， 由 (4- 60)、(4-59) 和 (4- 49) 各 式 ， 立即 得 到 球 域 上 
的 格林 函数 为 


G(P,0) = 一 酌 : + KCP,O) 


= r,t tp, (PE SQ) (4-61) 
其 中 46E 9;8 为 8 关于 的 反 演 点 ， p=7, 

在 利用 格林 函数 法 求解 定 解 问题 (4) 时 ,须要 借助 于 其 解 的 积 
分 表达 式 (4-56) 式 , 当 所 给 区 域 9 为 球 域 时 ,为 使 (4-56) 式 更 清晰 ， 
我 们 将 基于 (4-61) 式 对 G(P,0) 与 于 5 人 | ， 作 进一步 的 计算 . 如 
图 4- 6 所 示 ，, 记 ?。 一 poy7w 一 07oo hh, LP0G= 0. 注意 到 4 是 4 
关于 本 的 反 演 点 ， 从 而 ,wx 下, 按 余 下 定理 有 

r= P+p?~ 2popcos0 二 所 十 所 一 2po Ecos0 
又 在 人 0PQ 内 有 
7 一 p 十 三 一 2p，pcos0 

故 , 按 (4-61) 式 可 知 


1 
一 mT RD tT Bp) 
(4-62) 
从 而 
9G(P ,©) 
Onp 


_96 


_%0 R'peos0 一 Rp? 
Per 9p, 


= 1 Rros0— Rp 
pp he + RC— 2R’* pcos0) 2 


+ 了 
(CR? 十 Pr — 2Rpcos0) 
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及 2 一 AP _R—p 

dxR(R' + pr 2Rpcos0) Re 4xpRr 
把 (4-62)、(4-63) 代 入 (4-56) 得 定 解 问题 (4) 当 9 以 原点 为 心 ,有 为 
半径 的 球形 域 时 的 解 ,是 


_ 1 Rp 
“一 1 pg) 全 二 ev 


(4-63) 


1 R 
和 去 | TO 二 BR! — 2popRicosO) 
1 
Tm) C4-64) 
例 4.6 求 半空 间 上 的 格林 函数 并 解 定 解 问题 (4). 
解 设 Q 为 ozyz 空 
间 内 的 上 半空 间 :>0, 于 


2 . 
9 内 任 取 一 点 8(&,1,6)， 人 人 2) 
按 格林 函数 的 物理 意义 ， pos » i) 
设想 在 点 8 处 放置 电量 


为 一 赤 的 点 电荷 , 且 半 空 
间 日内 分 布 介 电 常数 为 。 性 | 
二 1 的 均匀 介质 . 取 Q. 为 i/ 

Q 之 关于 9 的 边界 面 即 to, (¢,n,¢) 
平面 :=0 的 对 称 点 " , 若 
于 @, 处 置 以 电量 为 y 的 
点 电荷 , 则 此 点 电荷 所 产生 的 电场 ,于 P(z,y,z)Eg 处 的 电位 为 地 


由 寻求 替代 点 电荷 的 原则 ,为 使 置 于 @ 处 电量 为 4 的 点 电荷 能 充任 
. 替代 点 电荷 , 亦 即使 格林 函数 的 正则 部 分 为 


7 
/ 


图 4-7 


* 关于 平面 z=0 互 为 对 称 的 两 个 点 ,也 称 为 关于 该 平面 互 为 反 演 的 点 ,因此 ,这 里 确 
定 符 代 点 电荷 的 位 置 ,其 实 也 是 寻求 放置 点 电荷 的 给 定点 8 之 关于 所 论 区 域 边 界面 的 反 
演 点 . 
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K(P,0) = 过 (PE 9) (4-65) 
只 须 选 取 9, 使 之 适合 


?9 
4-.1 
rdxr (PED 
re 


由 于 此 处 为 z=0, 所 以 ,P(z,y,2)ET 的 充分 必要 条 件 为 P 点 的 2 
坐标 为 零 (如 图 4-7). 又 因 81,8 为 对 称 点 , 故 7 示 7% 即 得 9= 元 ， 代入 
(4-65) 式 ,并 由 (4-49) 式 可 知 


G(P,g) =— 让 + KC(P,Q) 


dr vlrz— e+ 一) + (+ oo’ 

1 
(4-66 
4rV(z 一 上 十 (一 9 十 (一 上 7 ) 
并 且 , 由 (4-66) 式 可 得 


PO| P,Q) 
Oh r 和 dz 


一 站 
= 二 [一 和 
rE EP yn! + (Com) 
8 
KGz 一 4 十 (一 9 十 (z 一 1) 


2 
4rC(z 一 e): 十 (y 一 7)2 十 (z 一 ON (4-67) 


将 上 述 (4-66)、(4-67) 二 式 代 入 (4-56), 则 当 9 为 半空 间 ?之 0 时 , 定 
解 问题 (4) 的 解 为 


二 .2 1 
u(x,y,2) | pe, 6) [GE 二 和 二 二 六 二 人 


1 1 
二 二 6) 
可 了 ,95) | CG TG 
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1 
本 [(z 一 2 十 人 一 7 十 (z 十 OY 2 sm (4-68) 


上 述 两 例 似乎 表明 :替代 点 电荷 总 是 只 有 一 个 ,其 实 , 从 下 面 两 
例 足 以 说 明 这 是 一 种 错觉 . 

例 4.7 设 2 为 ozyz 空间 内 二 了 空间 y>0,2>0° " 试 求 拉 普 拉 白 
方程 关于 9 的 第 一 边 全 问题 的 格林 函数 G(P,0). . 

解 ” 如 图 4-8 所 示 ， 
对 于 9 内 任 一 给 定点 
8(6,9,6) ,设想 于 点 8 处 
置 以 电量 为 一 去 的 点 电 
荷 , 且 9 内 分 布 介 电 常数 
为 二 1 的 均匀 介质 ,注意 
到 此 时 9 的 边界 面 是 由 3? 
=0 及 z=0 两 个 平面 所 
构成 的 , 王 是 ,我 们 将 分 别 
针对 边界 面 y 二 0 及 := 
按照 寻求 替代 点 电荷 的 愿 图 4-8 
则 求 出 相应 的 替代 点 电 
荷 ,然后 再 合 在 一 起 ,进行 通盘 的 调整 ,为 使 所 求 之 替代 点 电荷 与 点 
电荷 2 加 6 所 产生 的 电场 ,在 边界 面 二 0 上 每 点 的 电位 弗 为 堆 ， 
根据 例 4. 6 可 知 ， 上 党 代 点 电 和 应 置 于 4G,05) 的 关于 平面 y=0 的 
对 称 点 8.(6, 一 7%, 一 6) 处 ， ,带电 量 为 二 :类似 地 ， , 若 只 考虑 边界 面 2 一 


0, 则 另 一 替代 点 电荷 应 置 于 点 8:(&,4， 一 5) 处 ,带电 量 为 十 . 然而 ， 


这 样 一 来 ,点 电荷 9,8,8: 所 产生 的 电场 ,在 边界 面 y=0 及 z=0 各 
点 的 电位 , 则 显然 未 必 为 零 . 换言之 ,点 电荷 8.、8: 放 在 一 起 ,还 不 能 


。 也 可 记 为 :9={(z,9,2) | 一 stg> 0 > 0 其 含 洒 为 满足 条 件 y>0, 一 co ，. 
<z< 十 co 以 及 z>0 的 点 (z,8,7) 的 全 体 . 
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构成 所 谓 殖 代 点 电荷 . 按 寻 求 替代 点 电荷 的 原则 ,以 及 例 4.6 的 具体 
作法 ,不 难看 出 ,为 寻求 所 谓 替 代 点 电荷 ,只 须 再 求 出 8, 的 关于 z= 二 0 
的 对 称 点 8@;(&, 一 7， 下 ( 它 量 然 也 是 4: 的 关于 y=0 的 对 称 点 }, 并 
于 该 点 置 以 带电 量 为 一 二 的 点 电荷 ， 则 显而易见 点 电荷 0， 便 
是 所 求 的 替代 点 电荷 ， 放 记 来 的 格林 西数 为 


_ 1 1 
LY 
474VGz 一 和 十 修一 用 1 干 (z 一 5 
1 . 
Vl(z— E+ y+ + (2— 
1 
Vlz— e+ y+ (te) 


1 
+ | 
其 中 Plz,y,z)E9=9 十 上 任意 一 点 . 
例 4.8 设 口 为 oryz 空间 内 的 半球 :0<<z 之 V 再 二 地 , 试 求 
拉 普 拉 斯 方程 关于 9 的 第 一 边 值 间 是 的 阁 林 函数 4(P,Q). 
解 如 图 4-9, 对 于 9 内 任 一 给 定点 0(6,9,6), 设 想 于 该 点 处 轩 
以 电量 为 一 让 的 点 电荷 , 且 9 内 分 布 介 电 常数 为 。 二 1 的 均匀 介质 . 
由 例 4. 5、 例 4.6, 并 仿照 例 4. 7 的 思考 方法 不 难得 知 , 若 记 @(&,1,6) 
之 关于 平面 :一 0 的 对 称 点 为 0(6,5, 一 6) ,0.gs 关于 球面 十 六 十 2 


一 尽 的 反 演 点 分 别 为 0, 和 0,, 再 设 0. .0,、0, 处 分 别 置 以 带电 量 为 一 
让" 一 机 一 ; 则 点 电 葵 .0、6, 便 是 所 求 的 在 代 点 电荷 ,于 
是 ,所 求 的 格林 函数 为 
、 1 R 
G(P,Q) = 一 i + frr 
1 8 


4rrro， 4 Frog,T res 
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4. 特 解法 

由 (4-56) 式 所 确定 的 定 
解 问题 (4) 的 解 ,是 由 两 部 
分 构成 的 ,一 项 是 沿 所 给 区 
域 边界 面 的 曲面 积分 ,一 项 
是 沿 所 给 区 域内 的 三 重 积 
分 . 然而 ,通过 上 述 几 个 例子 
不 难看 到 ,即使 对 于 上 述 异 
常 简单 的 区 域 ,通过 静电 源 
象 法 所 求 出 的 格林 函数 ,在 
区 域内 部 的 表达 式 , 也 比 其 
在 区 域 边界 上 的 表达 式 要 复 
杂 得 多 . 因此 ,在 使 用 (4-56) 
式 表 达 定 解 问题 (4) 的 解 时 ,其 结构 之 复杂 常常 有 碍 于 应 用 . 因此 ， 
人 们 自然 想到 ;车 将 定 解 疝 题 (4) 转 化 为 定 解 问题 (8), 则 (4-56) 式 
的 第 二 项 就 没有 了 ,从 而 ,uP) 之 表达 式 也 就 简化 了 . 换 句 话说 ,这 启 
发 人 们 去 寻求 一 种 将 求解 泊 松 方程 的 犹 里 赫 利 向 题 ,化 妇 为 求解 拉 
普 拉 斯 方程 的 狄 里 赫 利 问题 的 方法 , 这 就 是 所 谓 的 特 解法 . 

特 解法 的 大 意 是 :首选 通过 视察 法 或 待定 系数 法 , 求 出 泊 松 方程 
的 犹 里 将 利 问题 

人 uP)=f(P) (PE 9) 
(4) 
ulr = p(P) 

中 方程 hw 二 f(P) 的 一 个 特 解 2C(P); 其 次 , 令 


Uv 


Ap(P)=0 
(4)) 
w|r = p(P) — v|r 


从 而 把 求解 定 解 问题 (4) 的 问题 ,转化 为 求解 定 解 问题 (4)1, 实 现 我 
们 原来 的 设想 ,下 面 通过 具体 例题 子 以 说 明 . 
例 4.9 利用 格林 函数 法 求解 泊 松 方程 的 狄 里 替 利 问题 
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则 得 


好 王 6 十 52 一 瑚 一 区 :当时 十 天 十 音 << 形 时 “69) 
| 引 | 、 (4-70) 
其 中 4.8.c、 均 为 常数 . : 

解 ”首先 通过 待定 系数 法 , 求 方程 (4-69) 式 的 一 个 特 解 3, 丙 
2). 鉴于 方程 (4-69) 式 右 端 是 z 与 y 的 二 次 多 项 式 ,而 且 , 不 含 z 与 9 

的 混合 乘积 项 ,所 以 , 设 加 
en 

十 妨 访 十 4 十 Ba 十 Drz? 

并 代入 (4-69) 式 ,得 加 
124z: 十 6Bz 十 20D 十 124 护 十 6B'y + 2D + 124 : 牙 十 

十 6Brz 十 2 = by ba i 


4 bn _b 跌 疼 咏 民 
A=124 = 12'4 12? 
. . 。 区 区 
B=P=P-0D+P+m=7 Sl 
不 妨 取 D=D ==0, 则 "= 了 7 于 是 ,所 求 的 特 解 为 “3 
plz,y52) 一 PA 一 六 一 z+ 十 EE (49 入 
令 & 一 0 十 中 : | ” 友人 下 
， 和 
风 - a 
40=0 当 哇 十 关 十 对 一 天 时 交 1 
. . 5 ， _ 和 
| a = C 一 Ta 一 扩 一 ZL) 一 pa i ) 瀑 La 
于 是 , 按 公 式 (4-58)? 立 即 得 到 定 解 问题 (4-691、(4-70) 式 的 解 为 从 党 


让 全 


u(rzy,2) 一 ! 十 一 让 一 # 一 21) 十 3* ， 


.1 | 6b a aN .. 
+ | (一 站 
[hE Ek : 
, 天 一 ( 妇 十 护 十 22) a8 
COT DG 
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、 


此 例 中 的 特 解 ;也 可 以 用 视 案 法 求 得 . 事实 上 ,注意 到 


i = 六 ) = 乏 ) = 
CS 


EE 
可 见 
0 ， 
4 
又 ,显然 有 
、 4 | 一 4 

于 是 ,所 求 的 特 解 为 (全 71) 式 ， 

监 于 方程 (4-69) 式 有 无 穷 多 个 解 ,因此 , 按 特 解法 所 求 出 的 特 
解 ,显然 不 止 一 个 . 事实 上 , 按 上 述 方法 还 可 求 得 方程 (4-69) 式 的 另 
外 的 特 解 ,如 "一 总 (一 六 一 的 十 号 sp 一 让 他 一 亲 一 罗 十 全 天, 以 


及 0 一 入 (2 一 六 一 + 十 名 十 (ax 十 By 十 yz) ,Ca、 py) 均 为 任意 常数 ) 
等 等 . 这 说 明 特 解 法 是 一 种 相当 灵活 的 方法 . . 

特 解法 虽然 是 一 种 行 之 有 效 的 方法 ,可 还 是 有 着 明显 的 局 限 性 . 
周 为 这 种 方法 要 求 方程 sy 二 1(P) 的 右 端 函数 具有 便于 通过 视察 法 
或 待定 系数 法 , 求 出 其 特 解 的 所 谓 适 应 性 结构 . 

至 此 ,我 们 已 经 能 够 清楚 地 看 到 ,上 述 改进 的 格林 函数 法 ,确实 
能 够 克服 ,或 者 在 某 种 程度 上 能 够 克服 原先 所 指出 的 兽 端 . 

事实 上 ,根据 公式 (4-58) 式 在 使 用 改进 的 格林 函数 法 ,求解 定 解 
问题 (8 时 ,不 仅 不 再 需要 将 其 所 含 的 非 章 次 进 界 条 件 化 为 齐 次 边 
界 条 件 ,而 且 , 因 为 (8) 中 所 含 方程 是 齐 次 方程 ,其 解 的 表达 式 又 不 
含有 沿 区 域 上 的 三 重 积分 ,所 以 解 的 结构 相当 简洁 :至 于 定 解 问题 
(4), 只 要 其 右 端 耳 数 具有 适应 于 特 解 法 的 结构 一 一 这 恰恰 是 应 用 、 
中 最 为 常见 的 结构 ,采用 特 解法 便 可 求 出 其 简单 的 解 的 表达 式 . 


4.2.2 二 维 位 势 方程 定 解 问题 的 Green 函数 法 


考虑 二 维 位 势 方程 
一 230 一 


4 一 2 十 了 区 一 jz) (eA Ge (4-72) 


车 o 为 全 空间 , 则 此 时 含 方程 (4-72) 的 定 解 问题 ,其 实 就 是 最 会 
方程 | 
4s uu= f(z,8) (一 < < 天 十 co) (4-73) 

鉴于 本 
， 全 + 各 = dz # — 9) (一 <ar<+oo 


的 解 , 即 ( 按 $ 4.1 的 定义 4 站 二 各位 妆 方 关于 全 窗 间 的 林 亲 束 : 


1 1 i 
Gz,y ,01) 一 一 wn = 下 


(r= VCOTFG-D) er 
于 是 , 按 5 函数 的 运算 性 质 及 迭 加 原理 , (4- 73) 式 的 解 为 
uz) =— 直上 fin Tagan 
(Cr= 一 v(z 一 0 十 人 一 人 5) ， 
这 就 是 求解 二 维 位 势 方 春 的 关于 全 空间 上 的 定 解 问 题 的 格林 孙 于 
或 点 源 函 数 法 . 1 
若 o 不 为 全 空间 , 则 记 工 为 区 域 o 的 边界 ， 并 考虑 二 维 位 势 丰 程 
的 第 一 边 值 问题 
4 全 u= fy) (Ev 
u|r = g(r,y) 


按 §4.1 的 定义 4.1 ,我 们 自然 定义 定 解 问题 0 
人 G=r— yD) 人 Eo 
Glr=0 


(其 中 (6,) Eo 为 参 变 点 ) 的 解 0 一 一 (e419) 为 二 维 位 势 和 和 的 妆 
于 区 域 o 的 第 一 边 值 问题 的 格林 亲 数 ， 或 者 称 为 基本 解 : 其 中 ,P=- 
P(x,y), Y= QI ,Tr,, RAR , 伪 三 入 二 形 * 漓 了 利 
用 (4-74) 式 来 确定 G=edp,g). 如 令 : 和 
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. K(P,Q) 二 0(P,Q) 十 去 m (4-75) 


则 Kk KirneO 旺 估计 一 人 


这 就 把 确定 上 述 格林 函数 GC(P,@8) 的 问题 ,归结 为 求解 拉 普 拉 斯 方程 
之 边界 条 件 为 已 知 函 数 的 第 一 边 值 问题 ,因此 ,也 称 上 述 格林 序数 为 
近 普 拉 斯 方程 关于 区 域 "的 第 一 进 值 问题 的 格林 函数 . 

上 述 格林 函数 GC(P,8), 具 有 和 三 维 情形 完全 类 似 的 属性 及 物理 
意义 ， 

为 了 借助 G(P,8), 并 利用 先 却 原理 ,求解 定 解 间 题 (4). 若 (4) 
含 非 齐 次 边界 条 件 , 则 自然 首先 应 当 化 为 齐 次 边界 条 件 , 这 中 须 通过 
简单 的 变数 变换 ,就 不 难 实现 . 于 是 ,不 妨 设 已 将 (4) 化 为 

ol?=PP) (PE 
(» r= 0 
a : 
rp = | ror 0a, 
汲 度 GCP,0) 之 宠 义 ,可 知 (C0) 的 解 为 
V(P) = I Pr(@)GCP,G)ae 


据 此 ,以 及 定 解 问题 (4) 与 (C) 之 间 的 关系 , 便 可 求 得 (4) 的 解 . 这 就 
是 所 谓 求 解 二 维 位 势 方程 (其 定义 域 不 为 全 空间 ) 定 解 间 题 的 格林 函 
数 . 

通过 类 比 可 以 看 出 ,上 述 方法 与 三 维 情形 具有 同样 的 幅 端 . 为 克 
服 这 些 误 端 ,当然 有 必要 对 该 方法 加 以 改进 、 更 新 . 

为 此 ,我 们 给 出 和 奥 - 高 定理 相 类 似 的 格林 公式 , 即 
i 定理 44 设 区 域 o 是 按 段 光 清 的 简单 闭 曲 线 工 所 图 襄 的 有 界 
区 域 . M(z,g)、.N(z,g) 均 于 5 一 c 十 过 上 连续 ,于 内 具有 连续 的 一 阶 
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偏 微 商 , 则 


册 敬 + 名 je 


一 ,Cueoste) 十 Necos(ny)]ds - 


由 此 ,仿照 与 三 维 情 形 类 似 的 推演 ,容易 求 得 与 之 类 似 的 格林 第 
一 公式 和 第 二 公式 . 依据 这 些 基 本 公式 和 (4-74) 式 便 不 难 求 得 如 下 
的 研究 二 维 位 势 方程 的 基本 公式 . 

定理 4.5 设 o 是 由 按 段 光滑 的 简单 闭 曲 线 所 围 成 的 有 界 区 
域 ,x(z,y) 于 5=o 十 L 上 具有 连续 的 一 阶 偏 微 商 , 则 当 PCz,9) Eo 
时 ,人 恒 有 


uCP) 一 一 元 (" 了 Au CQ) doe 


一 到 C2 Ea 二 |- nm 二 an 《4-76) 


re 


更 车 uc) 于 0 内 调和 , 则 当 P(z,g)Eo 时 ,全 有 


,1 人 1 
up) = 列 C@ 训 ("去 | 

1 ae) 
-a 


划 中 gpm VE-EG- 训 为 和 在 曲 


线 了 上 的 点 Q4s,7) 处 沿 曲 线 外 法 线 方向 的 微 商 , 寻 In 小] 也 具有 
类 似 的 意义 

基于 定理 4. 5, 作 为 改进 的 格林 函数 法 的 重要 依据 是 如 下 的 定 

理 ， +» 
”定理 4.6 设 .o 是 由 按 段 光滑 的 简单 闭 曲 线 所 图 成 的 有 界 区 
域 ,wn(P) 于 5=o 十 L 上 具有 连续 的 一 阶 偏 微 商 ,在 o 内 具有 连续 的 二 
` 阶 偏 微 商 , 且 为 二 维 位 费 方程 的 第 一 边 值 问题 (4) 的 解 ,其 正则 部 分 
(P,Q8) 作 为 P 的 印 数 于 o。 上 具有 连续 的 一 阶 偏 微 商 , 则 当 
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(4-77) 


Pl(z,y)Eo 时 ,有 
py 
w(P) = j wo Pe, 十 | GQ,P)f (Qo (4-78) 
若 (4) 中 fCp) 于 og 上 便 为 零 , 即 定 解 问题 


0 人 =0 (PE 0) 
ul = pCP) 
的 解 , 当 Plz,y)E€Eo 时 ， 为 
“wp) -| vy(0) 2 ) C017) Pa 《479) 


所 谓 改进 的 格林 函数 法 ,与 三 红 人 光一 样 就 是 通过 求 由 (4-75) 
式 所 确定 的 格林 函数 G(P,8) ,再 依据 (4-77) 与 (4-78) 二 式 ,分 别 求 
解 定 解 问题 (4) 与 (D) 的 解 的 方法 . 

对 于 这 种 方法 ,自然 可 以 象 三 维 情形 一 样 ,给 出 完全 类 似 的 四 点 
注释 (此 处 不 再 重复 }. 从 而 ,这 种 改进 的 格林 函数 法 ,其实 就 是 求 拉 
普 拉 斯 方程 关于 某 些 常见 的 特殊 类 型 区 域 的 格林 函数 法 . 最 为 常见 
的 方法 , 则 是 与 三 维 情形 类 似 的 静电 源 象 法 ， 

类 似 于 三 维 静 电源 象 法 ,不 难 求 得 二 维 拉 普 拉 斯 方程 关于 圆 域 
于 十 六 < 及 上 的 格林 函数 为 

1 Rh 


G(P, 0) 一 一 元 二 十 过 in Pr (4-80) 


式 中 P,Q 为 二 内 的 点 ,p 一 r。 ,0 是 8 关于 图 周 z 
十 二 的 反 演 点 , 即 7,。… wo 一 尼 . 
利用 客 林 务 数据 来 甸 定 解 问题 (和 与 (Dp) 的 解 ， 需要 分 别 借助 于 
公式 (4-78) 和 (4-79). 当 区 域 o 为 圆 域 2 十 六 之 R?, 从 而 曲线 工 为 图 
周 2 十 二 忆 时 ,为 了 使 (4-78) 式 (或 (4 79) 式 ) 更 清晰 起 见 ,基于 (4 
80) 式 可 以 进 一 步 计算 如 下 ， 
R 1 


Cp,0) = 吉 [zr 一 二 


= 土 [n 一 一 一 一 一 一 一 人 一 一 
i 2 Rp Rpe0080) 
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1 1 ] 
一 -一 一 一 一 
( 斑 十 所 一 2opee0 


ga0CP,G) R?— 
Onp PEL = 让 ‘RPR— 2pRcos0) PEL 
Rp 
~ 2xRri PEL 


. 其 中 0 二 人 PO@, po 二 ror ,Pp 二 ro0. 据 此 ,以 及 (4-78)、(4-79) 与 (4-80) 诸 
式 可 知 , 定 解 问题 (4) 与 (D) 的 解 分 别 为 


u(P) -za | ?0 Pas 十 去 | f(yin 多 


do 


1 及 AP 十 网 一 2 . 
-一 )n| 一 一 一 一 一 一 一 二 一 一 -一 一 | 
和 ‘(2 + PR pn) 的 


ul(P) = Dh 元 | 全 二 


例 4.10 利用 格林 画 数 法 求解 拉 普 拉 斯 方 各 里 相逢 问 是 
hu=0, . (zz 十 六 所 有 居 ,> 0). 
| 当 ? 十 产 二 ,yy>>0 时 
0 当 一 RrhR,y 二 0 时 
的 解 . 
解 ”首先 ,不 难 求 得 拉 普 拉 斯 方程 关于 半 圈 域 的 格林 函数 为 


co,0 一 一 25" 直 十 站 +2in- LinE 


其 中 ,P==P(z,y) ,0 二 9(6,),Q; 二 01 (8, 一 7) ,0 与 0 分别 为 8 
与 @ 关于 俩 周 十 ¥ 二 R: 的 反 演 点 ,p 一 rm 一 VB 二 六 (如 和 图 4-10). 
车 记 p 二 ror,p 二 ro0,， 人 P00=0,00 与 乏 轴 正方 向 的 夹 角 为 w， 则 按 
余弦 定理 不 难 求 得 
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G(P,0) 三 一 In 1 


2 VAT A Zppeos0 
1 h : 
一 一 上 一 一 一 一 一 
WE 
1 1 
十 区 ln 一 一 一 一 一 一 
27 VAT+P— 2ppco800 | 39) 
1 | 及 
27 VAP TR SppRicos(d 二 297 


204P9) 
%, 


于 是 
= 
so ap 


一 -1L vam_ 
p= i xR 7) 


1 1 
“ [5 二 RR 一 2pReo0 严 十 严 一 208cos(6 十 37) 
故 ,由 (4-79) 式 得 


"(Pp) 一 ea, | cmp) 
L L 


， [二 一 到 一 一 一 _ Te de 
广 十 及 一 2pReosg p+R— 2pReos(0 + 29) 

其 中 江 为 守 十 所 一 尼 ,y 一 
0, 注意 到 上 述 积分 表达 式 
与 上 面 所 计算 的 2 和: 
中 的 P,8 的 位 置 恰 好 对 
调 , 所 以 ,此 时 被 积 函数 中 
的 p=rop = V5 十 六 . 若 采 
用 极 坐 标 z= pcosp,y = 
rsinp (0& 9 7), 则 E= 
Reos (g++0) ,y= Rsin (g++ 
0) ,再 记 :一 9 十 0, 则 dso== 
fd, 于 是 ,所 求 的 解 又 可 图 4-10 
简化 为 
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uCpcosg psinp) = 二 [Ky 一 万) 


1 1 
“ [5 十 形 一 2opcosGt 一 p) 十 玉 一 2pRcostt 十 a] 
同样 不 难 求 得 二 维 拉 普 拉 斯 方程 关于 半 平 面 y>0 的 格林 函数 
为 


QP,0) 一 一 In 过 十 二 in 1 


1 1 1 
4mn 1 
27 VE 二 0 王八 一 97 


1 1 
1 
式 中 Qi 为 8($, 四 关于 直线 y=0 的 对 称 点 , 即 8=@(&,-n). 于 是 , 易 
得 G(P,8) 于 y=0 上 点 Plz,y) 处 沿 访 曲线 的 外 法 线 方向 的 微 商 为 
a0(P,0) Ul 


Dr d=0 nz 一 人) 十 肪 ] 
据 此 及 C4-78)、(4-79) 二 式 可 知 , 定 解 问题 (4) 与 (5) 的 解 分 别 为 
up) = 二 | we,0) 


区 
CesT 


1 frm ,f+ (一 2 十 (一切 1 
+ 二 | «| EMDin St 


u(P) = 寺 pC&,0) Ge (4-81) 
鉴于 格林 函数 于 所 论 区 域内 部 的 表达 式 , 通 常 比较 复杂 ,完全 类 
似 于 三 维 人 情形 ,也 可 以 引进 所 谓 特 解法 ,此 处 不 再 费 述 . 仅 举 一 个 例 
子 以 表示 该 方法 的 应 用 . 
例 4. 11 利用 格林 函数 法 ,求解 泊 松 方程 狄 里 赫 利 问题 
| dau 一 2e- 十 2cos2z 十 yy (00 z+ 0,y > 0) 
xine=2 (oreo) (4-82) 
的 解 和 
解 首先 按 特 解法 ,不 难 求 得 方程 (4-82) 的 一 个 特 解 为 
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vl(z,y) 一 26-， 十 sin’z 十 Er 


=o 二 w (4-83) 


dt =0 
(0 a 《一 t+ %) 
按 公式 (4-81) ,得 
w(Fy) = 2 一 本 
再 根据 (4-83) 式 ,立即 得 原 定 解 问题 的 解 为 
wa) 一 ainfz 十 20 十 证 

-十 和 -in 人 ue 

i 故 一 2 天 十 玉 
类 比 三 维 情形 不 难看 出 ,这 里 所 谓 改 进 的 格林 函数 法 ,其 改进 之 处 ， 
仍 如 三 维 情形 所 作 的 说 明 ; 攻 不 再 重复 . 


§ 4.3 混合 问题 的 Green 函数 
与 Green 函数 法 


在 84.1 中 ,我 们 已 经 详细 叙述 了 含 热 传导 方程 与 波动 方程 初 
值 问题 的 格林 函数 和 格林 函数 法 . 那 时 ,所 论 定 解 问题 的 一 个 重要 特 
点 ,就 是 其 中 所 含 的 空间 变量 皆 为 双向 无 界 的 变量 , 因此 , 定 解 问题 
中 只 含 初始 条 件 ,而 不 显 含 边界 条 件 ， 

本 节 则 讨论 热传导 方程 或 波动 方程 的 另 一 类 定 解 问题 的 格林 本 
数 法 . 该 定 解 问题 中 所 含 空间 变量 并 非 都 是 双向 无 界 的 ,从 而 , 定 解 
问题 中 ,不 仅 含有 初始 条 件 , 也 显 含 边 界 条 件 . 这 就 是 所 谓 的 混合 问 
题 . 

下 面 以 三 维 热 传导 方程 的 混合 问题 为 例 , 来 简 述 其 格林 函数 概 
念 及 格林 函数 法 , 考 忠 
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又 一 azdia 十 了 (zy2ot) 《sgyyz)》 € | > 0 


(4) ulr = pr,y,2,t) 《it 之 0) 


to 一 Cr,¥ 22) (xz,y,72) En 
按 8 4. 1 的 定义 4. 1, 我 们 自然 定义 定 解 问题 。 


到 一 4G 十 dz 一 人 一 02 一 《一 全 


(8B) (zy2) E Qt 0 
Glr=0 《之 07 
Cl- 一 0 (zz)cED | 


的 解 G 二 G(rz,y,2,6,10,6 一 7) 为 三 维 热传导 方程 (关于 区 域 9 满足 
第 一 边界 条 件 ) 混 合 问题 的 格林 函数 或 基本 解 , 

该 格林 阔 数 的 物理 意义 是 很 明显 的 ， 它 表 示 也 时 点 热源 所 导致 
的 热传导 过 程 . 从 而 也 称 之 为 点 源 函 数 . 

按照 点 与 杜 哈 灶 原理 的 物理 论证 类 似 的 推理 过 程 ,不 难 证 明 , 求 解 
定 解 问题 (B) 可 以 归结 为 求解 定 解 问题 


= aiG (zy ED>r>0 
(cl =0 (2r>0) 
Cl -一 gz 一 上 一 人 zz 一 上 ) (x ,2) E 9 
求解 定 解 问题 (C)， 又 可 直接 归结 为 求解 
= 6 (zz2) E Qt>0 
(Me,=0 (i > 0) 


Go 一 6 一 4 一 1 一 《) (2) ED 


事实 上 ,将 (站 的 解 6 ==G (zy,z,6 1,6,) 中 的 换 尖 一 71; 便 得 到 (0C) 的 解 ， 


显然 , (7D) 的 解 为 (C0) 的 解 G=0(z,9y)256;9614 一 7) 中 之 r 一 0 的 情形 ， 
为 借助 于 求 得 的 格林 通 数 ,按照 选 加 原理 以 及 基于 迭 加 原理 建 
立 的 杜 哈 美 原理 ,来 求解 定 解 问题 (4). 若 (4) 含 非 齐 次 边界 条 件 , 当 
然 应 该 道 过 适当 变换 , 先 将 (4) 化 为 含 齐 次 边界 条 件 的 定 解 间 题 ,以 
使 得 迭 加 原理 可 行 . 亦 即 , 著 (4) 中 pCz,y,z,4) 关 0, 则 于 9 的 边界 六 
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上 取 值 为 w(z,y,z,t) 的 适当 光滑 的 函数 * 有 无 穷 多 个 ,自然 取 其 中 结 
构 最 简单 的 函数 , 记 之 为 "一 w(zyyvz'6, 从 而 ,函数 


二 Uv (4-84) 
满足 
~ = 6t4sto 十 Plz,Y, 256) (zs39,2) EQ9t>0 
vlr=0 (>0) 
w|im0 = Yr, ,2) (zy,2) EQ 
其 中 


F(z,y,2,t) =f(r,y,2,t) 十 a hsv(z,y,2,t) 
gz yz) 
. 


WAzy2) = py,2) 一 vlz,y,2,0) 
按 迭 加 原理 ,为 了 求解 (8), 只 须 求解 


= az Aswi 十 F(z,y,2,t) (x,y,2) € 9,t> 0) 


w=0 a>0 
wi 1-。 一 0 《zygyz) € be 
与 
人 = ?dss (zs9,2) € 9,t>0 
wi|r 三 (之 0) 
tj -。 一 V(z,y,2) (zy,2) EQ 
并 且 


w= (T9920) = ws zt) 十 losz(zy3y2y1) (4-85) 
由 4- 函数 的 运算 性 质 可 知 


F(x,y,2,t) =| az FlE,n ET) Oz 一 Ly 一 1y2 一 Gt 一 tr)dedme 


* 这 里 所 谓 适 当 光 滑 的 冰 数 ,是 指 对 zs 的 二 阶 仿 贡 育 存在 ,对 的 一 阶 仿 数 商 存 
在 的 函数 . 
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再 按 格林 函数 GCz,y,z,2,1,6,t 一 7) 为 (8) 的 解 , 且 根 据 迁 加 原理 可 
得 ， 


、 Wi 《zy2yt) 于 :中 FE ,MEIT IGOR YZ Es Ct 一 ndsdme 
4 从 
根据 同样 的 道理 ,再 注意 到 GCCzy2ye9o6 1) 也 是 (D) 的 解 , 所 以 
wml) = ¥en 0c dasame 


2 


再 由 (4-84)、(4-85) 式 便 得 定 解 问题 (4) 的 解 为 


u(r,y,2,t) -| ‘a ET)GCCz YZ EN Ct 一 站) 人 
2 


+ 用 VEN EO sy 2 Ct dd 
| 


二 v(xz,y,2,t) ， (4-86) 


士 述 通 过 求 格 林 函 数 ,并 利用 选 加 原理 , 求 得 三 维 热传导 方程 的 
混合 问题 的 解 的 方法 , 称 为 求解 三 维 热传导 方程 混合 问题 的 格林 画 
数 法 ,或 称 点 源 函 数 法 . 

至 于 波动 方程 的 混合 问题 的 格林 务 数 与 格林 函数 法 ， 则 可 以 人 
此 类 似 地 镜 述 ,下 面 我 们 以 三 维 定 解 问题 


= ed 十 fat) (ya) €E OL>0 
本 ur = XCzy 21t) (> 0) 
so = p28,2), SF) = zy 
(28952 EQ 
为 例 , 子 以 扼要 地 说 明 . 
我 们 称 
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EC = od 十 dz — Ey 一 92 一 6 一 Y) 


2 
(21812) E€E Qt>0 
(8) 
clr =0 (> 0) 
glee=0, | =0 (zz ED 


机 | 
的 解 G=G(z,y 2,610,614 一 7) 为 三 维 波动 方程 (关于 区 域 9 满足 第 
一 边界 条 件 ) 渴 合 问题 的 格林 函数 或 基本 解 ,在 物理 上 , 它 表 征 瞬时 
点 源 所 导致 的 波动 过 程 . 从 而 ,也 称 为 点 源 函 数 . 


显然 ,求解 (1) 可 归结 为 求解 
Ea = oAG (zyz) E Yt> 10 
dol= 0 > (>r> 0) 
C|-, = 0， 去 i 一 4(z 一 人 一 92 一“) 


(zy 2) ER 
若 定 解 问题 (P) ,含有 非 齐 次 边界 条 件 , 则 为 使 选 加 原理 可 行 , 应 当 
将 (请 化 为 含 齐 次 边界 条 件 的 定 解 问题 ,为 此 , 任 取 对 =,y,z,t 的 二 阶 
偏 导数 尼 存 在 ,于 9 的 边界 上 取 值 为 ?9(zo9,zs 人 ), 且 结构 简单 的 孙 
数 v==vCz,y,z,6). 若 令 


切 二 站 一 了 、 (4-87) 
则 有 
a = 中 to 十 PCr, Yt) (x,y,2) €E Qt>0 
0y) wlr=0 (> 0) 
| = Dr,y,2), Yl = Yl(z,y,2) 
(z,y,2) € Pe 
其 中 


Flzsy,23t) =f (zy,258) 十 Ayv zy zt) 
_ Bop(z,y,z:t) 
E39 
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G(z,g2) 一 多 (zy3) — Vr,210) . 
PLY 2) Yr 53) 一 dresp ss) 


按 选 加 原理 ,可 将 定 解 问题 (7), 分 解 为 如 下 三 个 定 解 问题 


2 = qh Pry2zt). (zg52) 区 o> 0 
wl|,= 0 《之 0) 
wi, = 0, ,=0 (zs2) € 9 
5 = gy (zs,9,2) E Qt> 0 
w= G20 
wi|,_, = 0, 和 a 一 V(x,y2) (zz) ED 
和 
2 = a dt (zz) E QL>0 
wl,= 0 (> 0) 
四 | = op 加 | ， =0 (ap) ED 
并 且 


WO Ya) = wiz yl) + wry zl) 十 wa(z YZ.0) 
据 此 以 及 (7),(7) 再 按 9- 函数 的 运算 性 质 、 选 加 原理 及 初 位 移 化 初 
速 原理 ,不 难 求 出 定 解 问题 (7 的 解 . 最 后 由 (4-87) 式 便 得 到 定 解 问 
题 CP)7 的 解 为 


ul(z,y,2,t) -| Rall PEN CE TO ys 2 ot — tdédnde 
2 


十 jj WE 60 ys ddsds 


十 用 BEN EIGz 2 En Ct dddE 
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十 b(Cz， 8 2 1) (4-88) 

上 述 方法 便 称 为 求解 三 维 波动 方程 混合 问题 的 格林 函数 法 ,或 

称 为 点 源 函 数 法 . | 

讨论 完 三 维 情 形 之 后 ,对 于 一 维 与 二 维 的 情形 可 知 是 完全 类 似 

的 . 而且, 对 于 一 维 情形 ,无 论 所 含 室 间 变量 为 有 界 的 还 是 半 无 界 的 ， 

由 于 按 格林 函数 法 所 求 得 的 解 的 表达 式 ,只 含 所 论 格林 函数 关于 空 

间 变 量 的 单 积分 . 因此 , 解 的 结构 较 高 维 人 情形 要 简捷 得 多 ,并 且 所 含 

积分 常常 可 以 计算 出 来 ,从 而 ,格林 函数 法 也 更 便 于 应 用 . 读者 从 下 
面 几 个 例子 足以 能 看 出 来 这 一 点 . 
例 4.12 用 格林 函数 法 求解 


pe 4 
守 = (0<z<1t>0) 
CK)Aul,, = 0- = sin2t (之 0) 
w=0,%| =2 (0<zRD. 
tam 


的 解 
解 首先 求 格林 函数 , 即 求 


= + st) (0<z<1t>0) 


(LG ,= 06 =0 (0 
0G);,=0%| = (0<z<L) 
t= 


的 解 G=0(x,&,t 一 7). 按照 类 似 于 杜 哈 美 原理 的 物理 论证 的 推理 过 
程 ,不 难 证 明 该 问题 可 以 化 为 


人 、 
= (0<z<lt>r>0) (4-89) 
(M), 6 ,= 0,6|,., = 0， >t> 0) (4-90) 
BO 
Gl = OF,=~6) (0 和 rz 入 0D) (491) 


根据 分 离 变量 法 ,不 难 求 得 方程 (4-89) 式 满足 (4-90) 式 的 解 为 
Cektz'et 一 T) = {a(é,7)cosChnalt — 7)) 
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证 


十 (er)sinClra(t-7)])sinklyrx ， 
其 中 ae,r),p5Ceyr)G 一 1,2…) 为 待定 函数 ,e 为 方程 (4-89) 式 中 的 
常数 . 按 迭 加 原理 得 - 


G(r,6t 一 7) 一 >) {a (er)cosChralt 一 了 )] 
[| 
十 bh(6, TsinCkralt 一 TI))sinkns (4-92) 
为 使 (4-92) 式 还 满足 (4-91) 式 , 则 有 
Dale,r)sinkrs 一 0 


= 】 


了 ) brabi(esr)sinbrz = 一 6(z — &) 


Pe 


由 傅 氏 级 数理 论 可 得 
aeyr) 一 0 (一 1,2) 


bE,T) = 世 a| SC 一 &)sinkrrzdz 


ink 一 12 
一 有 sinkr6 (k= 1,2, 3 
代入 (4-92) 式 便 得 格林 函数 为 

Glz,E 一 了 ) 一 2 2 Fasin (rs)sin Cralt 一 rt) Jsinkxz (4-93) 


其 次 ,再 借助 于 该 六 格林 函数 ， 来 求解 定 解 问题 (K). 为 此 , 先 将 其 所 含 
的 非 齐 次 边界 条 件 , 化 为 齐 次 边界 条 件 . 只 须 设 v(z,) 二 zsin2i, 并 令 
w= u— zsin2t | (4-94) 
则 有 | 
sn (0<z<lt> 0 
=0, wl ,=0 (>0) 
wl 


0 2 OK 
按 进 加 原理 ,要 求 该 定 解 问题 的 解 w 二 w(z,t) ,只 须 解 定 解 问题 
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于 = -az <s< b>0) 


wl = m=0 (>0) 


wo 一 0 (0 和 有 委 z 委 1) 

tag 

与 
5 = (0<z<1lt>0) 
wa |:=0 一 0 ,wa | 一 0 《之 0) 
wl = 0， 哆 | ,一 20 一 za (0<z<l) 

并 且 
wz3t) = 加 (zt) 十 202(2 1) (4-95) 


注意 格林 函数 (4-93) 式 是 定 解 问题 (上 ) 的 解 ,于 是 按 迭 加 原理 及 4- 函 
数 的 运算 性 质 , 易 得 


wi(zt) -| ar ,一 4ésin27)G(r ,Et 一 TE 


= 一 疡 | 全 acemd — T)) 


， szrd sintnbde jsinkmz 
(一 1228 , Kxasin2! 一 2sinkxat 
-> 和 i 
由 于 格林 函数 (人 -93) 式 也 是 定 解 问题 (CH) 的 解 ,于 是 按 选 加 原理 及 
4 函数 的 运算 性 质 可 得 


kz,b i 一 人 0G(z £0 


全 


二 去 [， 《1 一 SDsinknéds ]sinkwaksinkrz 


和 让 


-人 5 了 二 -45in Chxat)sinbre 


故 , 按 (4-94) (4- 95) 式 可 得 定 解 问题 (K) 的 解 为 
一 246 一 


《一 1244 2 ， 
2(zyft)》 -了 所 晶 : (本 in 


一 2sinkrot) + sinirol]sinkxz 十 zsin2t 
例 4.13 用 格林 函数 法 求解 “- 


a = + sintcoens (0<s<14>0) 
a ,一 |， =0, (之 0) 
4 地 ce2rm, 针 | =0 (ze 


的 解 . . 

解 ” 虽 然 这 里 涉及 的 定 解 问题 含有 第 二 类 边界 条 件 , 不 过 我 们 
从 以 下 的 讨论 中 将 看 到 , 当 用 格林 函数 法 求解 这 类 问题 时 ,与 求解 含 
第 一 边界 条 件 的 定 解 问题 ,无 论 是 方法 原则 ， 还 是 具体 步骤 ,都 是 类 
似 的 . 

首先 , 求 一 维 波 动 方程 (关于 区 间 0<*<1, 满 足 第 二 边界 条 件 ) 
全 风 且 的 丫 条 函数 4 1 的 定义 4.1, 即 求 定 解 问题 


oD) (0<s<iu>0 
CN) ¥|. a 
r=1 
ol| | 


0,— =0 (0 委 z 和 所 1) 
4 4 一 0 


于 


的 解 G6 二 G(z,&,l 一 7). 显然 ,如 上 所 述 , 此 定 解 问题 可 化 为 


0 (0<z<1lt>r>0) (4-96) 
Py joaol sol . . 
| =| -0 (+> 0) (4-97) 
a6 
cl， = "要 |_ 一 bz — &) (0&zE1) (4-98) 


依据 分 离 变 量 法 ,可 求 得 方程 (4- -96) 式 满足 边界 条 件 (4- -97) 式 的 解 
的 一 般 形式 为 
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G(x,é st 一 T) 一 》) [ai(Esr)cesbwa(l 一 7) 


[Se 


十 页 (eyTr)sinkmrakt 一 Y)]Jcoskmx (4-99) 
其 中 心 (8,7) ==0,1,2…) ,bh (6,7) (4 二 1,2%) 是 由 初始 条 件 44-98) 
式 所 确定 的 待定 函数 .a 为 方程 (4-96) 式 中 的 常数 (以 下 同 ). 
将 (4-99) 式 代入 (4-98) 式 得 : | 


Dalé,r)coskrs = 0 


t= 
S kxrab (Ee, rT)cosknr = (rz 一 &) 
= 
由 傅 氏 级 数理 论 可 得 
Ge(k,r) 一 0 (E = 0,1,2*..) 


bE,T) =- 关 | sc 一 &)coskrzdz 
= 疡 costre (k= 1,2,%°) 
再 将 其 代入 (4-99) 式 便 得 所 求 的 格林 函数 为 


GCGzyeyt 一 T) 一 二 2 工 sinkma(t 一 Y)ecoskecoskrz (4-100) 


站 
二 站 
其 次 ,为 求 原 定 解 问题 ,只 须 求解 
= eS + sinteosrs (0<zr<1i,t>0) 
2 一 0 _=0 (>0) 
x . | 
um) 0, 祁 一 0 (0 过 ze 1) 
与 
= (0<s<1t>0 
| = 0 和 | =0 (>0 
uz | ,= es2mz, 癌 | ,=0 (0 委 z 委 1) 
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并 且 

uxt) = (st) 二 ust) 
因为 (4-100) 式 中 的 CCz,,t 一 "是 定 解 问题 (N) 的 解 ,所 以 , 按 选 加 
原理 及 5- 函数 的 运算 性 质 ,可 得 


ui(z,t) -| ‘ar| sinreosnéG (28,t — Tt)dé 
一 之 > (| snrantmd 一 Ddr | ! Cosnécoshngde Jcosbns 
ra, E 0 9 
由 于 函数 系 {coshxe) 作 ,于 区 间 C0,13 上 的 直 交 性 ,可 知 
| ,cosmécoshréds 一 0 ( 当 k 1 时 》 


| Scosr (ngjas = 去 
于 是 


中 
u(r,t) -= 二 (| sinrsinrxa(t 一 r)dr ]cosmz 


= [sinzrat 一 asint) cosnrz 


又 由 于 格林 函数 (4- 100) 式 也 是 定 解 问题 (P) 的 解 ， 所 以 ， 同 理 可 得 
uz (xt) 一 | ‘cos2réGz, ,006 
= 训 > (, ‘cos2nécoshngas |sinkralcoskns 


当 关 2 人 时 


0 
| eeneu = {1 - 当 k 二 2 时 
于 是 


ux) = Fsin2natcos2rrr 
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故 , 所 求 的 原 定 解 问题 的 解 为 
y(z,t) = “0 十 (2 


= ry Csinxat 一 asint jeoens 


十 =—$in2xalcos2nz 
2xd 


例 4.14 深 用 赂 林 表 天 流 来 各 下 定 解 间 题 的 
tf (> 0,>0) 


ulio= Yt) >0) 
ul = pz) (zz 之 10) 
解 ”首先 将 该 定 解 问题 中 的 非 齐 次 边界 条 件 化 为 齐 次 边界 条 
件 ,为 此 , 取 "一 #(0, 则 一 "一 并 且 它 满足 


= :TY + PC (zx > 0,t>0) 


(Nl =0 (> 0) 


wl = (2) (z 之 0) 

其 中 六 Gz,DO= 了 GOO 一 WO), G7)=9(z)—¥(0) 

以 下 我 们 利用 格林 函数 法 ,通过 两 种 途径 来 求 定 解 问题 (9). 

[方法 一 】 无 妨 把 定 解 问题 (9) 所 描述 的 半 无 界 杆 的 热传导 问 
题 ,看 作 是 某 根 双 向 无 界 的 杆 的 热传导 之 相应 于 z 宕 0 的 部 分 . 为 此 ， 
必须 相应 地 把 温度 函数 w(z;0 对 空间 变量 * 作 开拓 ,使 之 于 一 co<z 
二 十 ce,t 疡 0 上 有 定义 . 鉴于 由 CN) 所 描述 的 杆 的 热传导 过 程 中 ,点 z 
一 0 处 的 温度 始终 为 等 ,于 是 按 问 题 的 物理 亏 义 ,显然 可 知 当 把 温度 
函数 w 对 空间 变量 = 作 开拓 时 ,必须 作 琳 开拓 . 换言之 ,开拓 后 的 函 
数 双 对 空间 变量 * 而 言 必须 是 奇 浮 数 ,从 而 ,开拓 后 的 温度 函数 所 满 
足 的 热传导 问题 的 热源 函数 ,以 及 初始 温度 函数 ,对 空间 变量 * 而 言 
都 应 是 奇 函 数 . 因此 ,我们 转 而 考虑 如 下 无 界 杆 的 热传导 问题 


CE PD) (ozs<tot>0 


woo= Bz) (一 oo<z< 十 co) 
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其 中 


~ wlz,t) (0 委 z<< 十 oo) 
wz,t) -| z,t) (— oo<zs<0) 
pe -人 (0 过 z<< 十 co) 
OTN pa) oo<s<0 
Bz,t) (0 委 z<< 十 co) 
ac0 = 全 6( 一 zi (一 co 二 zz 过 0) 
按 定义 ,一 维 热传导 方程 初 值 问题 的 格林 函数 是 定 解 问题 
dg zC ， 
= or- en 
(4 (一 oo<z< 寺 oo> 0 
el-e=0 (Co 去 z<< 十 oo) 


of = 890 (skooldSt0) 


+ “ 


Ee 
Gh: = 6(z — é&) (~ 之 z < 十 00) 
由 (4-12) 式 可 知 , 所 求 的 格林 函数 为 


-1 2 2 
Q(z Et) 三 一 一 一 一 一 一 e (4-101) 
2a Vaxlt — 7) 


由 于 (4-101) 既 是 (R) 也 是 (8) 的 解 ,再 根据 大 加 原理 以 及 5- 函 数 的 
运算 性 质 ,可 求 得 定 解 问题 (%') 的 解 为 


1 | dr | etc 
-一 一 - Fl T)e (4 nt 
2a Vx Vi—rt. -~ 4 


1 on 2 
十 | $0 J)e- -0 /etd 
2 VR . 


1 ‘ dt 0 ，， 
本 一 FPF(— y Cz -0 /Ae (4 DT 
2a -到 人 (- De e 


十 2 3 
+| ， Per)e -人 74a “ng ) 


wr,t) = 


1 


0 
十 一 一 ~ 一 币 ( 一 -0204etd 
元 二 (| (— Oye e 
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让 0 G1— md 


a2 
-0 一 8 一 0 的 /4 uo]ae 


mv), 


CO) [e- Cs— /bre 8 Gt de 


十 
2a 有 9 
由 于 当 z 之 0 时 ,w(x,)==w(z,), 再 根据 x 二 w 十 p(t) 可 知 原 定 解 问题 
之 解 为 


t(zt) = 元 可 , rd F(é,7) Ce- GO) e- (e+! /de (1 ©) Jae 


十 
Te 
[方法 二 ] 为 按 格林 函数 法 求解 定 解 问题 (0) ,首先 来 求 一 维 
热传导 方程 (关于 半 无 界 区 间 :>0, 满 足 第 一 边界 条 件 ) 泥 合 问题 的 
格林 函数 , 依据 定义 , 即 求 定 解 问题 


= GF + ds — 6 — 1) (z> 0,£> 0) 


BE) Ce 0M eeto /ede (4-102) 


.G|:-o= 0 4 之 0) 
.lelwo=0 (z > 0) 
的 解 G=0(r,6—7), 同 理 , 此 定 解 问题 可 以 化 为 
2 9 (z> 04>7>0) | 
cl- 一 0 (过 rr>0) 
Gl = 6 一 日 (z 之 0) 


和 方法 一 同样 来 考虑 
of = a 0 (~ or<t+ot>r>0) 


| Gil-,= lz — €) (~ <r<+ %) 
其 中 


CCz,e, 一 
cc 一 一 | wo-D (sz<+oo) 


一 CG( 一 zt 一 TY) (一 co<xz<0) 
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oz—6) (0 委 z 一 十 co) 
一 允 一 z 一 入 (一 ceo<z 之 0) 
车 记 C: 对 z 取 傅 氏 变换 为 
PIG (FE,0)) 一 全 (ep) 
青 由 6(z 一 6) 对 z 的 伍 氏 变换 为 


十 oo - 
PCi(z — 6)] -| elz 一 人 dz 


d(x — £) -| 


= -oz E) le wdz +| da 一 Se dz 


-| Se - ena, + oc — Se “dz 
-| [e 一 ex]b(z 一 edz 
一 in 
则 把 定 解 问题 (7) 中 的 方程 及 初始 条 件 的 两 端 对 z 取 传 氏 变换 便 得 
dG 
加 一 一 02120， 
| = 2isin2e 
解 此 常 微分 方程 初 值 问题 ,得 
6 一 一 2isinte- tan 


于 是 , (7) 的 解 为 
G, (zt 一 T) 一 支 | G6 — Tt)e*dh 
TT zj sin1(cosaz 十 kin 科 )e tt 0¢4 


注意 到 上 述 积分 中 被 积 函 数 的 奇偶 性 可 知 。 


2 + 。 2 
GCCzyeytl 一 T) 一 地 Sin2psin 和 ze- 0- 042 
0 


* 利用 积分 号 下 对 参 安 量 求 涛 商 的 方法 ,可 计算 合 参 变 量 的 积分 为 
1(9) = | ,er ?Coonydy 一 一。 102 
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= 站 ~ [cos2X(z 一 全 一 cosX(z 十 E) ear ng 
1 0 
2a VrGt— 7 
于 是 , 当 z 之 0 时 ,得 到 所 求 的 格林 函数 为 


1 [e- CGO/4 0) 一 e- Grete Ce- »]) 


2a vt 一 T) & 


一 — (s/t 0 7) 


Fp.2 
~ e+ 4 tn] 


G(rz,e,t 一 T) 一 


(4-103) 
其 次 ， 再 根据 送 加 原理 以 及 函数 的 运算 性 质 , 可 得 定 解 问题 (8) 的 
解 为 


(zyt) =-| | Per)CCzye:L — TE 


十 en 
二 | ec)0c,s,dae 


最 后 由 x=z 十 办 人 及 格林 函数 6(z,e,t 一 T 的 表达 式 (4-103) 式 , 便 
可 立即 得 到 原 定 解 问题 的 解 (4-102) 式 . 
例 4.15 试用 格林 函数 法 求 定 解 问题 


A (> 0,t> 0) 
ul,. ,=0 (之 0) 
一 0, 宇 一 Sinz (之 0) 
一 0 


的 解 . 
解 ”应 用 格林 函数 法 ,我 们 还 是 通过 两 种 途径 来 解 该 问题 . 
[方法 一 】 不 妨 把 所 求 定 解 问题 描述 的 半 无 界 弦 振动 问题 , 当 
作 某 根 双向 无 界 弦 之 相应 于 :之 0 的 部 分 . 为 此 ,必须 相应 地 把 位 移 
函数 ulz, 人 ) 对 空间 变量 x 作 开拓 ,使 之 于 一 oo<x<< 十 oo0,l 之 0 上 有 
意义 . 鉴于 该 改 在 振动 过 程 中 ,于 点 z=0 处 始终 保持 不 动 , 所 以 , 按 
问题 的 物理 意义 ,显然 可 知 ,u(z, 忆 应 当 对 空间 变量 z 作 奇 开拓 ,从 
而 ,开拓 后 的 位 移 函 数 所 满足 的 波动 问题 的 初速 度 函 数 ,对 空间 变量 
z 而 言 , 也 应 当 是 奇 函 数 . 因此 ,我 们 考虑 如 下 无 界 弦 的 振动 问题 
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Ca 2 (一 co <z< 十 co:f > 0) 


| (一 <z<+oo) 
其 中 
ust) (0 z+ 0) 
-人 (一 co<z<<0) 
$x) = sinz (一 co <z<< 十 co) 
于 是 ,仿照 8 4.1 的 例 4.2, 用 格林 函数 法 ,不 难 求 得 一 维 波动 方程 初 
值 问题 的 解 为 
i(zst) =| “¥(&)GCs,6 0d 


其 中 ,G 为 一 维 波动 方程 初 值 问题 的 格林 函数 


1 
五 — cla 
oren = 当 |z 一 引 委 4 
0 ” 当 |z 一 >a 


故 所 求 定 解 问题 的 解 为 
u(r,t) = | singas 十 支 Ceos(z — at) — cos(z 二 al)) 


[方法 二 ] ”为 按 格林 函数 法 求解 原 定 解 问题 , 先 来 求 一 维 波动 
方程 (关于 半 无 界 区 间 *>0 满足 第 一 边界 条 件 ) 混 合 问题 的 格林 函 


FG FE 
到 二 5 十 4 一 6 一 T) (> 0,t> 0) 
cl ,=0 (> 0) 
cl ,=00| =0 (>0) 
Bi t 一 0 
的 解 G 一 G(z ,et 一 7)， 如 所 熟知 ,此 定 解 问题 可 以 化 为 
G 了 
= (z> 0,t> rt> 0) 
Gl..,=0 (20) 
Gl = 0 = G0 


仿照 方法 一 开头 的 处 理 方法 ,考虑 


(一 ce<z< 天 十 oo >7T>>10) 
(U) 加 | . 
Ci | =， = 0, 罗 | = (zr— 6) (— z+ oo) 
其 中 . 
人 T) (0 委 z<< 十 oo) 
Gz Et 一 T) 一 
一 G( 一 ze:t 一 7) (— <z< 0) 
6(z 一 &) (0 委 z 所 十 oo) 
6(z CO— 6) 一 | - 
— 6(— xr— £) (一 ce 巡 z2<0) 


记 Gi(z,6,l 一 t+) 对 z 取 侍 氏 变换 为 
FCG (zt — )) = GhE tO— 7) 
把 定 解 问题 (0) 中 的 方程 及 初始 条 件 的 两 端 , 对 > 取 传 氏 变换 得 


de 一 a NG 
和 | = 0 = Fo (x 一 的] 
解 此 常 微分 方程 ,得 


1 . 
人 = sinCaM) FL (z — &£)) 


如 8$4.1 的 例 4.2 所 指出 的 , 若 记 


za- 由 lee nD 


0 lz > a 一 7) 
则 


Q(z bt 一 T) -| GD 一 了 一 上)d7 
， . 
=-|- f (0)6( 一 了 一 上 一 9)d7 


+| ,f(z 一 9 一 人 4 


=f.(z— 6) — f(z é) 
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据 此 ,所 求 的 格林 函数 为 
G(r 6 一 T) = f(r £)— f(z 二 2) 
故 , 所 求 的 解 为 


u(r,t) =|, GG,s,0singae 


= fe 一 si 后 一 | folz + singds 


注意 到 
folz — &) [> 2 一 上 < 魏 上 安 z 十 好 
0 一 = 
0 二 3 十 上 或 <E<z 一 姨 


1 


nt- 人 一 zz 一 址 雪上 魏 一 z 十 好 
一 


于 是 , 若 >>e4 即 发 二 ,此 时 一 z 十 osc0, 则 (4-104? 式 为 
url) = | ind 
= [eos(s — at) 一 cos(z 十 et) 
2a 
若 z<<at, 即 tzf/a, 此 时 一 x 十 at>0, 则 (4-104) 式 为 
wu(zd) = | ~ singdé 一 | ， singds 
= 让 Ccos(z 一 ef) — cos(z + at)) 
故 ,无 论 在 何 种 情形 下 ,所 求 的 定 解 问题 的 解 恒 为 
ulz,t) 一 元 CeosGz — at) 一 cos(z + al)) 


例 4 16 用 格林 函数 法 求 定 解 问题 


〈4-104) 


0 E> 一 zg 十 或 E 之 za 
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au 了 
= (0<zr<it> 0) 


uo = ys (4 之 0) 


让 -让 


z| ,地 9(z) (0 委 z 委 由 
的 解 ,其 中 p(z) 于 C00, 上 连续 可 微 ,县 wp(0) 一 9(0 ,9 (0 一 mW (DD). 
解 ”首先 将 mw(z) 以 ! 为 周期 ,周期 地 开拓 到 整个 数 轴 上 ,并 设 为 
6B(z), 从 而 
or) = Br) (一 ce 必 z 忌 十 co) 
我 们 转 而 考虑 如 下 的 一 维 热传导 方程 的 初 值 问题 . 


于 (一 co <z<+co>0) 


l= (~ <zr<+ om) 
由 $4.1 的 4.1.3 可知, 按 格林 函数 法 求 得 该 定 解 问题 的 解 为 


~ 1 一 2 2 
ul ,0) = | gl )e- {rs -4) /ee 
z 2 VR é é 
1 < 站 2 
一 Gl 》 《z- ED)》 /te 起 
2a Vt 2 ° s 
作 变 数 变换 
1 一 E 一 让 
则 有 
一 1 A ‘ " 2 2 
(2,4) = | DH + Me eg 
“ RR +e “ 


注意 到 @(z) 是 以 :为 周期 的 周期 函数 , 即 
$+ HH) = BD 
同时 , 当 0 委 ? 委 ! 时 
PW) 一 pln) . 
并 且 , 当 0<&z 忆 1,t>0 时 ,uz, 引 就 是 所 求 定 解 问题 的 解 xCzwt), 即 


1 tf 2 02 
ulz t) = | ( )e- 《一 本 一 此 3》 /0 志 
A " 
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第 五 章 6- 流 数 在 数字 信号 处 理 中 的 应 用 
$ 5.1 数字 信号 处 理 简介 


为 了 末 述 4 函数 在 数字 信号 处 理 中 的 应 应 用 ， 我 们 先 简单 介绍 什 
么 是 数字 信和 号 处 理 以 及 它 的 发 展 概况 . 

所 谓 信 和 号 就 是 一 一 个 传 载 信息 的 卫 数 ,这 种 信息 通常 是 表 东 一 个 
有 关 的 物理 系统 之 状态 或 特性 的 . 习惯 上 把 信号 的 数学 表达 式 的 自 
变量 当 作 时 间 , 尽 管事 实 上 它 未 必 代表 时 间 . 并 且 , 这 个 自 变量 可 以 
是 连续 的 ,也 可 以 是 离散 的 . 定义 在 时 间 连 续 的 集合 上 的 信号 ,用 连 
续 变 量 函数 表示 ,叫做 时 域 连续 信号 ;定义 在 时 间 离 散 的 集合 上 的 信 
号 ,用 数字 序列 表示 ,叫做 时 域 离散 信号 . 信号 的 幅度 也 可 以 是 过 续 
的 ,也 可 以 是 离散 的 . 数字 信号 就 是 时 间 和 由 度 都 是 离散 的 信号 . 时 
间 和 幅度 都 连续 的 信号 又 称 为 模拟 信号 . 数字 信号 处 理 就 是 用 数字 
方法 处 理 各 种 信息 的 技术 , 它 是 一 门 新 兴 的 独立 的 应 用 科学 ,主要 是 
研究 用 数字 或 符号 序列 表示 和 处 理 各 种 信息 . 处 理 的 目的 不 外 乎 是 ， 
估计 信号 的 特征 参数 ;或 者 把 信号 变换 成 某 种 更 符合 要 求 的 形式 ,或 
者 是 吻 除 混在 信号 中 的 噪声 和 干扰 等 . 

几乎 在 每 个 科学 和 技术 的 领域 里 ， 为 了 容易 提取 信号 ,必需 要 对 
接收 的 信号 进行 处 理 , 例 如 在 石油 地 震 勘 探 中 , 当 人 为 设计 的 炮 声 一 
响 , 各 种 仪器 开始 接收 地 震波 ( 即 是 地 震 信号 ,数学 上 表示 为 时 间 域 
的 离散 函数 ), 然而 ,接收 来 的 这 种 信和 号 ,包括 了 许多 干扰 信息 ,在 时 
间 域 就 分 析 不 出 有 效 的 和 干扰 的 信号 ,于 是 ,专业 人 员 就 根据 需要 ， 
设计 一 个 变换 ,将 其 转换 成 频率 域 信号, 这样 ， 他 们 就 可 以 根据 有 效 
信和 号 的 频率 及 干扰 信号 的 频率 之 不 同 ， 将 两 个 (或 者 多 个 ) 按 某 种 方 
式 合并 在 一 起 的 信号 分 离开 来 . 也 可 以 增强 一 个 信号 的 某 一 分 量 或 
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参数 . 这 些 手 段 都 称 为 数字 信号 处 理 . 

所 谓 信号 处 理 系统 ,也 是 按照 信和 号 分 类 的 同样 原则 分 类 的 . 如 时 
域 连续 系统 是 指 输 入 和 输出 都 是 时 域 连续 信号 的 系统 ;而 时 域 离散 
系统 是 输入 和 输出 都 是 时 域 离 散 信 号 的 系统 ;类 似 地 ,模拟 系统 是 输 
入 和 输出 都 是 模拟 信和 号 系统 ;而 数字 系统 则 是 输入 和 输出 都 是 数字 
信号 的 系统 . 由 于 时 域 离散 信号 可 以 通过 对 一 个 时 域 连续 信号 取样 
而 得 到 ,或 者 直接 通过 某 种 时 域 高 散 处 理 而 产生 . 因此 ,在 信号 处 理 
的 理论 中 ,只 要 研究 幅度 和 时 间 都 是 离散 的 信号 就 可 以 了 ， 

无 论 时 域 离散 信号 的 来 产 如 何 ,数字 信号 处 理 系 统 都 有 许多 引 
人 注目 的 特点 , 它 既 可 以 借助 于 程序 在 通用 数字 计算 机 上 来 实现 ;也 
可 以 通过 用 硬件 来 完成 ;必要 时 它 还 可 以 模仿 模拟 系统 ;更 重要 的 是 
它 可 用 来 实现 模拟 硬 件 不 可 能 实现 的 信号 变换 . 

最 近 又 研制 出 一 种 可 编程 序 处 理 机 , 它 不 仅 功 能 较 多 ,而 且 处 理 
_ 的 速度 快 ,是 大 有 前 途 的 数字 信号 处 理 设备 . 

由 于 数字 系统 在 通用 数字 计算 机 上 处 理 ， 不 随 使 用 条 件 (如 环境 
温度 .电源 电压 ,老化 程度 等 ) 而 变化 ,噪声 干扰 小 ,同时 ,又 容易 按 不 
同 要 求 而 变化 . 因此 ,就 具有 速度 快 .精度 高 .手段 多 、 稳 定性 强 、 灵 活 
性 大 等 许多 优点 . 所 以 数字 信号 处 理 在 通讯 、 和 雷达, 声 纳 .地 震 、 遥 感 ， 
生物 医学 .核子 科学 等 科学 技术 领域 内 都 得 到 迅速 发 展 , 

数字 信号 处 理 的 手段 (或 者 说 是 变换 方法 ) 是 丰富 多 彩 的 ,而 且 ， 
目前 许多 新 方法 .新 技术 又 不 断 出 现 , 如 离散 傅 氏 变换 (或 者 说 离散 
频谱 分 析 )、 快 速 傅 氏 变换 、 袜 积 和 相关 、 快 速 福 积 和 相关 .2 变换 , 希 
尔 伯 特 变换 、. 沃 什 变换 ,了 哈达 码 变换 以 及 数字 滤波 、 榴 积 滤波 .线性 波 
波 .递归 滤波 、 广 义 维 纳 滤波 ,还 有 信号 的 插值 .平滑 和 加 工 等 处 理 方 
法 . 但 是 ,应 该 强调 的 是 离散 传 民 变换 和 数字 滤波 仍然 是 两 种 最 基本 
的 数字 信号 处 理 的 方法 . 由 于 本 书 重点 不 是 讨论 数字 信号 处 理 :, 因 ， 
此 ,这 些 内 容 不 能 一 一 列 入 , 感 兴趣 的 读者 可 查阅 有 有关 的 参考 书 . 

9- 函数 在 数字 信和 号 处 理 中 占有 重要 她 位 ,有 许多 数学 原理 及 其 
变换 公式 ,都 是 借助 于 6- 函数 的 概念 和 人 性质 而 建立 起 来 的 它 的 应 
用 主要 表现 在 以 下 三 个 方面 
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1. 任意 离散 信和 号 均 可 表示 为 二 函 数 ( 即 单位 脉冲 函数 ?的 加 权 
和 ， | 

2. 4- 函 数 运算 性 质 的 应 用 ， 

3. 等 间隔 的 脉冲 函数 序列 ( 即 二 函数 序列 ?的 谱 ， 仍然 是 脉冲 函 
数 序列 - 

从 以 下 几 节 的 讨论 中 ,我 们 可 以 看 到 5 函数 在 推导 数字 信号 外 
理 的 数学 原理 上 ,有 着 举足轻重 的 作用 . 


$ 5.2 任意 离散 信和 号 均 可 表示 
为 二 函 闪 的 加 权 和 


5. 2. 1 单位 脉冲 序列 的 概念 


在 时 域 离散 系统 中 ,信和 号 通常 表示 为 一 个 新 列 的 形式 , 即 一 个 数 
字 序 列 *, 它 的 第 * 个 数字 以 z(%) 表 示 , 并 且 z(w) 仅 仅 对 于 整数 # 信 
才 有 定义 .于 是 #- 函 数 在 时 域 离散 系统 中 被 定义 为 ， 

0. 当 % 关 0 时 ， . 
dn) = 1 当 s 二 0 时 《5-1) 

人 们 通常 称 sn) 为 单位 取样 序列 容易 看 到 单位 取样 序列 在 时 霹 痪 
散 信 号 和 系统 中 所 起 的 作用 ,和 单位 脉冲 函数 6(z) 在 时 域 连续 信号 
和 系统 中 所 起 的 作用 是 相同 的 . 从 数学 上 看 ,序列 也 是 函数 ,尽管 它 
们 的 定义 有 所 不 同 ,我 们 也 称 4Ca) 为 脉冲 函数 有 的 书 上 也 称 5(a) 为 
脉冲 串 、 冲 激 序列 等 值得 注意 的 是 时 域 离散 脉冲 函数 不 象 时 域 连续 
屿 冲 函数 那样 复杂 ,从 (5-1) 式 就 可 以 看 到 6(a) 的 定义 要 比 6(z) 的 定 
义 简单 而 精确 . 

在 应 用 中 还 要 经 常用 到 所 调 单 位 阶 路 序列 ， 通常 用 u(%) 来 表 
示 , 即 . 
1 当 a 之 0 时 ， 
0 当 # 二 0 时 
不 难看 到 4(a) .zx(s) 有 如 下 的 重要 关系 ， 


uln) = (5-2) 
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un) 一 之 6d) (5-3) 


和 而且, 类似 地 有 1 
6G(n) = un) — u(r — 1) (5-4) 
由 《5- 1) 式 还 可 以 得 到 ,对 任意 整数 二 信 的 脉冲 延迟 序列 为 ， 
， 1 当 n=k 时 _ 
dn — %) = 0 当天 有 时 C5-8) 


5. 2.2 任意 序列 均 可 表示 为 脉冲 序列 的 加 权 和 


顾名思义 ,脉冲 序列 6(%) 在 数字 信号 处 理 中 ,主要 是 用 来 将 连 
续 函 数 进行 离散 化 , 即 设 时 域 连 续 函 数 f(2) 在 1=”7 时 是 连续 的 , 则 
f(0 在 时 间 了 的 函数 值 可 表示 为 ， 
f(D) = f(D60 一 2) (5-6) 
也 就 是 7 时 刻 产 生 的 脉冲 ,其 幅度 等 于 时 刻 了 的 函数 值 ,如 函数 f() 
在 t=n7(n 二 0, 土 1; 土 2,* “) 是 连续 的 ， 则 ， 
f(0) = » f(T)6 一 nT) (5-7} 


0 


(5-7) 式 说 明 , 时 域 连续 函数 f(D) 的 抽样 波形 是 等 距 脉 冲 的 一 个 无 穷 
序列 ,每 一 个 脉冲 的 幅度 就 等 于 f(D 在 脉冲 出 现时 刻 的 值 . 也 就 是 当 
引入 了 4- 函数 后 ,任何 一 个 时 域 连续 函数 都 可 以 写成 (5-7) 式 右 端的 
离散 形式 . 正 是 由 于 5 函数 的 这 一 作用 ,我 们 就 可 以 对 于 任意 的 时 
域 高 散 序列 <() ,将 它 表示 为 脉冲 序列 的 如 权 和 , 即 


z(a) = Dri — kk) . (5-8) 


l= 
”例如 ,序列 
他 (一 3),z( 一 1)z(1)，z(3))》 一 { 一 4 3,1,2)} 
则 有 
zn) 一 一 40 十 3) 十 36(02 十 1) 十 6 一 1) 十 260 一 3) 


5. 2. 3 ”线性 时 不 变 系统 和 离散 褐 积 


根据 (5-8) 式 ,有 可 以 推导 并 给 出 离散 袜 积 的 概念 . 为 此 , 先 给 出 系 
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统 、 线 性 系统 和 线性 时 不 变 系统 的 概念 . 

系统 在 数学 上 定义 为 将 输入 序列 上) 觅 射 成 输出 序列 万) 的 
唯一 性 变换 ,或 者 称 为 运算 , 记 为 站 

， 太 (一 ?LACn)] 《5-9》 


其 中 7 由 给 定 
的 系统 确定 . 或 
者 具体 地 说 ,一 . 
个 离散 时 间 系 统 
就 是 将 一 个 序列 
Any 变换 成 另 一 四 

个 序列 有 (rn) 的 变换 .图 5-1 是 离散 时 间 系 统 的 图 形 表示 , 序列 is) 
称 为 输入 ,万 (x) 称 为 输出 或 者 称 为 响应 .如果 设 输入 序列 为 4(a), 则 
输出 序列 为 万 (n), 就 称 ”为 单位 脉冲 响应 (也 称 为 单位 取样 
应 ). 

对 变换 7[ ] 加 上 种 种 限制 条 件 , 就 可 以 定义 出 各 类 时 域 离 散 ， 
系统 . 由 于 线性 时 不 变 系统 在 数学 上 比较 容易 表示 ,同时 ， 又 由 于 它 
可 以 设计 成 实现 多 种 有 用 的 信号 处 理 功能 ， 因此 ， 这 种 系统 被 人 们 广 
证 地 采用 . 

没入 (nshu() 为 任意 二 时 间 序列 0.8 为 两 个 作 意 党 开关 有 


TahiCn) 十 BhaCn)] = aTLh Ce)] 十 [co] C8-E0) 


成 立 , 则 称 系统 7 是 线性 的 . (5-8) 式 告诉 我 们 任 澡 序列 =*(e) 可 以 表 
示 为 各 延迟 的 脉冲 序列 的 加 权 和 ,再 由 (5-10), 可 以 看 到 线性 系统 完 
全 可 以 通过 其 单位 脉冲 响应 来 表示 :1 也 就 是 车 ha): 六 系统 对 
65kx 一 k) 的 单位 脉冲 病 应 ,由 (5- 8) 式 可 得 

y(n) = 7 5 z(kY6(n 一 大) 


再 根据 (5-10) 式 得 


y(n) = 3 :CDy[ads - 一 了 j= 和 zk (na), :5-11) 
(5-11) 式 中 的 h(n 要 取决 于 入， 这 对 计算 系统 响应 用 处 未 大 ， 如 


一 263 一 


若 再 加 一 条 时 不 变 的 约束 条 件 , 就 会 得 到 更 为 理想 的 结论 . 

车 投 -y(a) 是 系统 对 于 z( 员 的 响应 , 则 yCs 一 日 就 是 环 统 对 于 
z(x 一 局 的 响应 ,其 中 小 为 整数 ,这 就 是 说 输 六 的 延 壕 导 致 输出 具有 
相同 的 延迟 ,并 且 车 * 是 代表 时 间 的 话 ,我 们 称 这 样 的 系统 为 时 不 变 
系统 . 一 个 系统 既是 线性 的 ,同时 又 是 时 不 变 的 , 则 称 为 线性 时 不 变 
系统 . 通常 简称 为 LTI 系统 ( 即 Linear Time Invariant System 的 缩写 ). 
让 我 们 回 到 (5-11) 式 中 , 若 系统 少 是 LTI 系统 ,由 于 输入 序列 为 6Cx ， 
一 ,输出 序列 为 有 (x) 二 h(n 一 入 ,于 是 (5-11) 式 可 化 为 


十 o 二 oo . 
y(n) = 2 z(k)TL6(n 一 b)] = 2 zCk)ha — Ek) (5-12) 
Lis 


he 


(5-12? 式 右 端 通常 称 为 褐 积 和 ,多 兰 序列 y(n) 可 表示 为 (5- 12) 式 , 则 
称 yr) 为 序列 zCx) 和 h(n) 的 初 积 ,第 三 章 积 分 变换 中 的 初 积 是 在 连 
续 的 意义 下 讨论 的 ,这 里 的 宰 积 又 可 称 为 离散 实 积 ,也 记 为 
yn) 一 2CR8) hnR) 
于 (5-12)? 式 中 将 上 和 am 上 互 换 , 则 有 
y(n) 一 > zh 一 有 一 by zn — ERCK) 


=h(n) x¥ z(n) (565-13) 
这 表明 这 种 离散 初 积 是 可 交换 的 ,也 就 是 裙 积 结果 与 进行 裙 积 运算 
的 两 个 序列 的 先后 次 序 无 关 . 
由 (5-12) 或 者 是 (5- 13) 式 可 知 ,对 于 给 定 的 输入 序列 ,不 同 的 肝 
冲 响 应 h(x) 将 产生 不 同 的 输出 ,也 就 是 说 ,任何 LTI 系统 的 特性 完全 
可 以 通过 其 脉冲 响应 4(a) 而 表现 出 来 ,这 一 点 在 应 用 上 极为 方 恒 . 
离散 禧 积 的 运算 在 数字 信和 号 处 理 中 是 经 常 要 用 的 ,前 而 已 经 说 
过 ,工程 技术 中 所 接受 到 的 信号 ,一 般 都 包括 有 效 信号 h(v) 和 干扰 信 
号 厅 (O 两 种 , 即 
s(t) = h(t) + HO) (5-14) 
对 信号 处 理 之 目的 ,就 是 要 削弱 干扰 信号 ,增强 有 效 信号 ,就 所 
接受 到 的 信号 一 般 来 说 ,这 两 种 信号 是 分 不 开 的 ,由 于 从 实际 资料 分 
析 发 现 ,在 许多 情况 下 ,干扰 信号 的 频谱 妃 ( 久 与 有 效 信号 的 频谱 上 大 
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(j) 是 不 同 的 ,一 种 特别 的 情况 是 两 种 信和 叶 的 厅 谱 是 分 高 的 (如 图 5- 
2 所 示 ). 于 是 可 以 人 为 地 设计 一 个 频率 函数 ( 称 为 湾 锌 因子 ， 或 者 形 
象 地 称 为 滤波 器 ) 
ep) = 1 当 4() 关 0 时 
0 当 Af) = 0 时 
将 (5-14) 式 两 端 取 健 氏 变换 ,再 乘 以 4(f) 得 . - 
sf)GCf) 一 AD)GCF) + HCF)GOF) (5-15》 
因为 愉 人 =0 时 ;6(f) 二 0, 所 以 (EG(f)=0; 从 而 有 : 
3(f) = hf)G(F) = hf) 
这 样 h(7) 与 6(f) 相 乘 的 处 理 , 就 达到 了 捷 掉 干扰 信和 号， 保留 有 效 信 
号 之 目的 . 这 个 过 程 称 为 滤波 ,由 健 氏 变换 的 裙 积 定理 又 知 
| g(a) 一 z(a) # h(n) (5-16) 


7(f) =XOIH(F) (5-17) 
这 两 个 公式 分 别称 为 离 

散 信号 的 时 间 域 滤波 公式 

(5-16) 和 离散 信和 号 频率 域 的 1HECS J)! - 

滤波 公式 (5-17). 从 数学 二 

来 看 ,两 个 信号 的 裙 积 的 频 三 1 

谱 等 于 两 个 信号 频谱 的 乘 .小 人 


积 . 因此 ,要 计算 信号 频谱 的 
乘积 ,必须 先 计算 两 个 信号 
”的 离散 裙 积 ,可 见 袜 积 运算 国生 

在 数字 滤波 中 是 何等 重要 . 关于 福 积 运算 有 -系列 的 方法 ,如 直接 
法 、 矩 阵 法 等 . 特别 是 在 快速 传 氏 变换 的 基础 上 ,又 出 现 了 所 请 遍 速 
裙 积 运算 ,这 里 都 不 一 一 介绍 本 . 


3 5.3 等 间隔 脉 冲 序列 的 谱 仍 是 脉冲 序列 


我 们 知道 函数 是 一 种 十 分 重要 的 数学 工具 , 它 的 运用 可 以 大 
大 简化 许多 元 长 而 繁杂 的 推导 . 从 以 下 要 讨论 的 抽样 定理 和 离散 伟 
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氏 变换 , 便 足 以 看 到 这 一 点 . 

5. 3.1 抽样 序列 的 频谱 

无 论 是 在 理论 上 还 是 在 应 用 上 ， 位 民 赤 换 都 是 一 个 十 分 重要 的 
数学 方法 . 特别 是 在 许多 科学 技术 上 ,应 用 这 个 变换 方法 可 以 把 原来 
不 能 办 到 的 事情 变 为 可 以 实现 了 ;把 原来 非常 复杂 的 问题 得 以 简化 ， 
但 是 ,在 应 用 上 所 出 现 的 信号 (或 者 说 是 时 间 的 函数 ) 都 是 连续 的 ,不 
妨 把 它 记 为 *(0). 刘 运用 通用 数字 计算 机 来 处 理 这 些 信 号 ,首先 必须 
将 这 些 连 续 信 号 离散 化 这 种 离散 化 的 方法 就 称 为 抽样 . 也 就 是 接 一 
定时 间 间 隔 7 进行 取 值 ,使 原来 连续 函数 z() 变 为 离散 函数 z(n7) (x 
二 0, 土 1, 士 2,…) 或 者 称 为 抽样 序列 . 这 样 ; 随 之 使 产生 了 一 个 问题 ， 
即 抽样 间隔 7 选取 多 大 ,才能 使 经 过 变换 了 的 信号 不 发 生 固 变 ,也 
就 是 抽样 序列 z(n7) 在 7 取 多 大 值 时 ,保证 经 过 变换 后 仍然 能 恢复 
成 连续 信号 z(t) 呢 ?以 及 由 离散 信号 恢复 成 连续 信号 z(2) 的 具体 公 
式 又 是 什么 呢 ? 这 将 在 后 面 的 抽样 定理 中 回答 . 本 县 将 讨论， 这 样 产 
生 的 抽样 序列 的 频谱 是 什么 ? . 

设 有 连续 信号 *x(D) ,te (一 o0, 十 co), 则 由 函数 的 性 质 1.7 得 

2z(06C 一 加) = zr(4)6(t 一 加 )》 (5-18》 

《5-18) 式 说 明 z( 在 we 时 刻 产生 的 脉冲 ,其 幅 弃 恰好 等 于 在 时 刻 4 
的 函数 值 . 因此 ,如 果 函 数 z(0) 在 t= 呈 (n==0, 主 1; 十 2,…) 是 连续 
的 , 则 z(/) 在 这 些 点 处 的 高 散 值 为 


z(t) 一 3 znT)6lt 一 aT) (5-19) 


同时 ,由 本 章 8 5.2 知 ,任意 一 个 序列 -Car) 都 可 以 表示 为 .函数 的 
加 权 和 ,所 以 (5-19) 式 说 明 函 数 z() 经 抽样 后 便 是 等 距 脉 中 的 一 个 
无 限 序列 ,每 一 个 脉冲 的 幅度 就 等 于 *(9 在 脉冲 出 现时 刻 的 值 ; 这 也 
就 是 抽样 问题 的 数学 表达 式 . 

设 连 续 信 号 z(t) 按 时 间 间 隔 7 进行 抽样 ,得 到 的 离散 值 记 为 
z(t) 二 z(nT) (rn 二 0, 土 1, 土 2,…), 则 由 (5-18) 和 (5-19) 式 知 z(0) 可 表 
示 为 | 
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.十 om 
2(0 = z(t) 》) 60 — nF) (5-20) 


为 了 求 (0) 的 谱 允 (7) 的 表达 式 ,需要 先 求 27 6(4 一 7) 的 频谱 . 这 个 
谱 企图 通过 传 氏 变换 的 方法 是 求 不 到 的 ,因为 
所 ~ -[ > 56 一 nT) ]j ea 


= 了 | 一 4 — se wits 一 a 


而 D) ee 是 一 个 人数 ,所 以 ,不 于 为 此 ,必须 另 找 途 
径 . 
设 c(0 = Sam ,其 谱 以 C0f) 表 示 , 则 由 于 ol 是 一 个 


定时 产生 脉冲 的 序列 ,因此 , 它 可 以 看 做 是 一 个 周期 函数 , 故 于 
[一 于 ,地 ] 上 可 展 成 傅 氏 级 数 


c(t) = 5S Ceei2naf (5-21) 


N= 一 a0 


其 中 C。 为 由 “0D 确定 的 传 氏 系数 ， 也 就 是 


6 = 4 sDe gt = 二 3] (4 一 nT)e mg 


因为 在 [一 也 ,了 J 上 ， 江 647) 只 有 一 项 6(0) ,所 以 


1 7 一 这 as ~ 1 
“= 志 (De ermdt 一 去 (5-22) 
故 <(9 所 展 成 的 傅 氏 级 数 为 
oD = 5 he (5-23) 


符 (5-29) 取 全 氏 变 和 到 等 隐隐 叶 列 的 地 讲 , 即 ,因为 
PLUS =1, FG 一 4)] = em 
以 及 传 氏 变换 的 对 称 性 质 , 得 
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P[ 广 于 seo = ple] 


= sy- 号 ) 
所 以 ;有 - 
PL D5) 5 一 nT)] 二 市 D6(f 一 艺 ) (5-24) 
(5-24) 式 说 明 等 间隔 脉冲 函数 序列 的 频谱 仍 是 脉冲 序列 . 
5. 3. 2 ”连续 谱 与 离散 谱 之 间 的 关系 


为 了 给 出 抽样 定理 的 条 件 , 先 必须 说 清楚 连续 谱 与 离散 谱 之 间 . 
的 关系 ,有 了 这 种 重要 的 联系 ,我 们 就 可 以 给 出 ,抽样 间隔 7 之 大 小 
以 保证 抽样 后 的 离散 信号 经 过 变换 , 仍 能 饶 复 成 原来 的 连续 信号 . 

设 连续 信号 z(2) 的 频谱 为 X(f), 以 及 (5-24) 式 成 立 , 则 由 <5- 
20) 式 得 


久 (f) 二 X(f)* 却 $3 6(f 一 万 ) 


= 市 3 XU) #460f 一 各 ) (5-25) 
由 4- 函 数 的 性 质 以 及 福 积 定义 知 
XCD xi 了 一 站) =| XO 一 06G 一 呈 ) 
=X(f 一 二 ) 
所 以 ,(5-25) 式 变 为 
X(1) 一 市 六 XGf 一 站) 一方 2 XO 一 nfo) (5-26) 
其 中 访 = 去. (5-26) 式 说 明 离散 信号 C1) 的 频谱 X(f) 是 连续 信号 
z( 纺 的 无 穷 多 个 谱 分 量 X(f 一 afo) 的 选 加 ， 而 这 些 谱 分 最 Xf— nfo) 


是 频谱 X(1) 沿 频率 轴 了 关于 每 个 刻 一 市 的 无 穷 多 次 重复 . 


设 连续 信号 z(9 的 频谱 X(7) 为 有 限 带宽 , 即 X(f) 满 足 条 件 - 
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X(f) 一 0 当 人 fl 之 大 时 (5-27) 
其 中 二 是 X(7) 的 最 高 频率 或 者 称 截 止 颍 率 . 从 而 可 知 X(f) 的 带宽 
为 ,并 且 不 大 于 它 沿 了 轴 每 次 重复 的 间距 所 一 证, 于是, 它 关 于 每 
个 加 的 重复 将 不 产生 重 选 .所 以 ,要 使 频谱 X(1) 在 了 轴 上 关 王 九重 
复 时 不 发 生 重 选 的 所 谓 候 频 现象 ,抽样 间 陋 了 必须 满足 


1 - 
TS 3 (5-28) 


7 一 玉 称 为 于 斯 符 CNYqukb) 抽 样 时 间 . 广 = 味 称 为 达 奢 斯 特 抽样 
频率 . 

综 上 所 述 ,连续 信号 z(t) 的 频谱 X(f) 满 足 条 件 (5-27) 式 ;抽样 
间隔 7 满足 条 件 (5-28) 式 , 则 在 泰 束 斯 特 频率 范围 内 ,高 散 信 号 的 频 
谱 X (1) 与 连续 信和 号 的 频谱 X( 人 有) 是 相同 的 ( 仅 差 一 个 常数 因子 ), 即 


RF) = Xf) (5-29) 


这 就 是 说 ,对 连续 信号 进行 抽样 时 ， 为 了 保证 抽样 后 的 信号 经 过 变 
换 ， 使 之 能 恢复 到 连续 信号 ， 或 者 说 避免 假 频 的 发 生 ， 必须 使 抽样 频 
率 十 元 足够 高 ,至 少 是 频谱 X(f) 的 最 高 频率 的 两 倍 ， ,才能 防止 X(f) 的 
高 频 分 量 位 移 进入 确定 28(f) 的 低频 范围 中 ,也 就 是 说 ， 只 有 这 样 才 
能 保证 信号 在 变换 过 程 中 ,不 发 生 畸 变 . 

5. 3.3 抽样 定理 

至 此 ,我 们 解决 了 在 抽样 时 ,抽样 间隔 7 取 多 大 才能 保证 信号 
不 发 生 蝴 变 的 问题 . 现在 讨论 离散 信号 饮 复 成 连续 信和 号 的 具体 公式 
的 问题 . 

为 了 使 连续 信号 能 得 以 恢复 ， 首先 要 做 到 离散 潜能 恢复 成 连续 
谱 ,这 样 就 必须 滤 掉 |f|>>f. 的 多 (f) 的 所 有 高 频 分 量 ,这 一 步 又 在 数 
学 上 就 表现 为 将 评 (F) 乘 以 单位 矩形 脉冲 函数 

1 当 |f| 声 未 时 
H(f) = 0 当 1f| > 大 时 《5-30) 

即 
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或 才 为 | 
X(f) 一 7RP HO 《5-31) 
由 第 三 章 积分 变换 理论 可 知 
1 “ sin( 2xf.l) 
[HO] =2f. 2 
FP i![R(F)] 一 z(a7) 
所 以 ,根据 福 积 定理 有 
sin (27rf.t) 
z(t) =2f.T7(nT) 关 op 


; sin(2xf.t) 
=2f.T by zx705(44 — aT) # 


i 


=219 3) za) 多 2 和 
于 是 ， 我 们 得 到 如 下 定理 ; 

-定理 5. 1( 时 间 域 抽样 定理 ) 着 连续 信号 xD 的 频谱 满足 条 件 
(5-27) 式 ;抽样 时 间 间 隔 沁 满足 条 件 (5-28) 式 , 则 连续 信号 x(4) 能 够 


由 它 的 高 散 信号 =(n7) 唯 一 -确定 ， 并 且 *(O) 可 以 表示 为 


Sin2xf.(t — #7) 
z() =7 Ss0m) a 


类 似 于 定理 5. 1, 连 续 谱 进行 抽样 后 得 到 离散 谱 也 存在 这 样 的 
问题 . 这 个 离散 谱 在 抽样 间隔 f. 取 多 大 ,连续 谱 应 该 满足 什么 条 件 ， 
才能 保证 谱 不 发 生 畏 变 , 即 由 离散 谱 恢 复 成 连续 谱 , 如 果 不 考 虑 这 个 
问题 ,经 抽样 后 得 到 的 离散 谱 将 很 难 反 映 出 连续 谱 的 性 岳 . 

设 连续 谱 为 X(f), 按 频率 间隔 f. 进行 抽样 ,得 到 离散 谱 记 为 
大 (=XCEfF0) (R=0, 土 1, 圭 2:). 于 是 ， 有 

Xf = XO 。 5 a — fo) (5-33) 


by on 


《5-32) 


并 且 , 由 此 可 得 
> 一 1 一 四 1 
z(t) ay 7) (其 中 7 = 元 ) (5-34) 
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该 式 说 明 ,离散 信号 2( 是 连续 信号 x(0) 沿 + 轴 关 于 每 个 了 一 天 的 天 
穷 多 次 重复 . 如 果 连 续 信号 z(t) 的 持续 时 间 有 限 ,也 就 是 

z(t)=0 当 上 | 由 >>T. 时 (5-35) 
其 中 兄 一 起 ,并 且 对 频谱 X(P 抽 样 的 间 昭 不 大 于 东 ' 时 , 则 在 时 间 
范围 1!|<7. 内 ,离散 信号 5(4 与 连续 信号 z(t) 相 同 ( 仅 差 一 个 常数 
因子 ), 即 


20) = pd (5-86) 


若 对 频谱 X(f) 抽 样 间隔 大 于 去 时, 则 信号 =(0 沿 ! 轴 重复 时 将 
出 现 重 闪 . 从 (5-34) 式 可 以 看 到 ,在 |<<7. 内 ,离散 信号 :5(9 与 连续 
信号 =(0 不 相同 ,抽样 后 得 到 的 是 假 信号 5(0) ,这 种 现象 称 为 假 信号 
现象 . 为 了 吉 免 假 信号 的 发 生 ,使 连续 信号 的 频谱 XCf) 可 由 离散 信 
号 的 频谱 艾 (7) 重 构 出 来 ,我们 给 出 与 定理 5. 1 相 类 似 的 定理 

定理 5. 2( 频 率 域 抽样 定理 ) 如果 连续 信号 函数 *(0 的 持续 时 
间 满足 (5-35) 式 ,并 且 频 率 抽样 间隔 j- 入 区 , 则 连续 谱 X(f) 可 由 离 
散 谱 多 (7) 按 下 式 得 到 恢复 

XD = DA) DP 

《5-37) 式 的 证 明 与 定理 5. 工 类 似 , 此 处 略 ， 

可 以 说 上 述 两 个 定理 在 应 用 中 占有 极为 重要 的 地 位 . 因为, 若 不 
考虑 抽样 间隔 的 选取 ,连续 信号 离散 化 要 产生 假 频 现象 ,连续 谱 离 散 
化 要 产生 假 信 号 现象 . 这 两 种 现象 的 产生 ,都 将 使 抽样 后 所 得 的 离散 
信息 不 能 真实 地 反映 连续 信息 的 性 质 ,即使 再 高 级 的 计算 机 ,利用 这 
些 假 数据 ,所 算出 的 结果 也 是 一 钱 不 值 的 . 

而 这 两 个 重要 定理 ,由 于 我 们 引进 了 5- 函数 ,所 以 ,在 推导 上 非 
常 简单 ,经 过 几 个 步 又 就 立刻 得 出 结论 ;假定 没有 函数 ,这 两 个 定 
再 的 推导 将 是 何等 的 繁殖 与 宛 长 是 可 想 而 知 的 . 仅 从 (5-24) 式 就 可 
以 看 出 ,如 车 不 引入 5- 函数 ,就 需要 许多 物理 ,力学 上 的 概念 ,并 且 
用 极限 理论 加 以 全 述 ,甚至 由 于 离散 之 特性 还 要 动用 一 个 新 的 积分 
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(5-37) 


一 Sticltjes 积分 理论 * 等 等 .其 繁杂 程度 是 不 言 而 喻 的 . 
5. 3. 4 离散 伟 氏 变换 (CDPT) 


在 离散 传 氏 变换 理论 的 创建 中 ,和 函数 仍然 占有 举足轻重 的 位 
置 . 为 了 让 读者 看 到 高 散 传 氏 变换 是 怎样 应 用 -函数 的 ,以 下 从 三 
个 基本 思想 出 发 来 推导 离散 传 氏 变换 
1. 把 离散 傅 氏 变换 看 成 是 连续 傅 氏 变换 的 特殊 情况 . 因而 ,对 连 
续 傅 氏 变换 理论 ,进行 适当 修改 就 导出 了 离散 传 氏 变换 ; 
2. 为 了 用 计算 机 进行 计算 , 困 而 ,连续 的 时 间 信忠 和 频率 信号 ， 
都 右 根 据 本 章 抽样 定理 的 条 件 进行 抽样 ( 即 离散 化 )， 
3. 抽样 后 的 离散 信号 ,都 是 一 个 无 穷 序列 ,为 了 便于 上 机 计算 ， 
更 是 为 了 借用 传 氏 级 数理 论 , 所 以 ,必须 将 抽样 后 的 无 穷 库 列 进行 截 
断 成 为 一 个 有 限 序列 . 或 者 说 人 为 地 造成 一 个 周期 序列 . 
”修改 连续 传 氏 变换 导出 离散 传 氏 变换 的 过 程 要 经 过 以 下 三 个 步 
了 又， 
1” 根据 本 章 定理 5. 1, 将 连续 信号 z(t) 抽 样 ,用 z(t) 表示 它 的 
离散 值 , 即 
zx) = zaT) (n=0,1,2,.) . 
由 公式 (5-19) 得 
z(t) = 之 =G7)44 一 aT) (5-39) 
2” 将 无 穷 序列 (5- 39) 式 截断 为 N 个 值 . 即将 (5- -29) 式 两 清和 
以 矩形 脉冲 函数 
mo i 
0 其 他 
其 中 7, 是 截断 函数 的 持续 时 间 . 也 就 是 


| . 
z(t)g9(6) =[ 》 za7)6( — nF ) Jl) 


(5-40) 


*” Steltjes 积分 是 获释 积分 的 推广 , 
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N~—1 


= Dz C76 一 好) (5-41) 
0 


这 里 假定 在 截断 区 间 内 及 个 等 间隔 的 脉冲 函数 , 即 二 75/7 C76 二 
MNT). 


3° 对 (5-41) 式 的 伟 氏 变换 进行 抽样 (当然 要 满足 本 章 定理 5. 2 


的 条 件 ). 这 就 等 价 于 将 (5-41) 式 与 时 间 函数 7 5 (4 一 476) 在 时 志 
内 作 裙 积 ( 请 看 (5-24) 式 ), 即 


+ NW- 上 
2(0)9 C0) # Ere p33 54 一 nT)] = [Penrode — nT)] 
K=O 


* [7。 3 4( — nTo) | 


“十 Fnac 十 To 一 好 ) 十 Sal) 一 £7) 


NN-1 


十 Te Dy rT 一 mo 7) 十 … 《5-42) 
注意 (5- 42) 式 是 以 To 为 周期 的 周期 函数 ， 写成 紧凑 形式 得 
7 > [Bsr 一 好 一 azo)] (5-43) 


为 了 求 (5- 43) 式 的 傅 氏 变换 ， 设 (5- 43) 式 的 传代 变换 记 为 *(f)， 根据 
(5-24) 式 有 


Xf) = >， CC 一 nfo) Cf 一 寺 ) (65-44) 
其 中 
Tu Mi = 
- 刘 - -712 {7, > [ Dz)60 一 好 一 z7o) |}e ‘2af/To dl 
so0o k=0 


由 于 积分 只 是 在 一 个 周明 上 进行 ， 因此 


c Drmec 一 kT)e /Td 


一 Tan " ‘e-em/T, GL — KT) dt 
[a /2 
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二 De BanhT /Ps 


义 由 于 T= 二 NY, 故 上 式 装 为 
N-1 
C= DzCET) em (n= 0, 土 ], 土 2,.…) (5-45) 


0 


即 (5- 人 3) 式 的 传 氏 变换 为 ， 
xX(f) = 3 [到 cam w]e — afo) (5-46) . 


事实 上 ,从 (5-45) 式 可 以 看 到 C, 是 以 N 为 周期 的 周期 函数 ,因为 ,于 
(5-45) 式 中 设 * 一 m 十 RN, 则 有 


e- 好 了 (本 十 AN 一 证 ss/ 为 i2is 


而 ea 一 1] 所 以 ,有 


一 “ee 


@ lirat NY 一 -12ztm/Y 
即 C--v* 一 C-. 故 ,(5-46) 式 中 虽然 是 无 穷 多 项 ,实质 上 只 有 N 个 独立 
的 值 . 当 取 频率 间隔 f= 二 时 , 则 (5r46) 式 变 为 


所 


RCSF) = 27z(i7)erenw (一 0,1,2 — 1) (5-47) 
(5-47) 式 就 是 我 们 所 要 求 的 离散 传 氏 变换 , 它 是 通过 连续 傅 氏 
变换 ,将 入 个 时 间 变 量 与 入 个 频率 变量 联系 起 来 ,假若 知道 时 间 信 
号 z() 的 入 个 时 间 变 量 是 某 周 期 函数 的 一 个 周期 ,那么 .由 (5-47) 式 
便 可 迅速 地 算出 这 个 周期 函数 的 傅 氏 变换 (或 者 说 是 该 周期 函数 的 
离散 谱 ). 
5. 3. 5 离散 伟 氏 逆 变 换 
离散 傅 氏 变换 是 由 离散 信号 =*CM7) 来 确定 离散 谱 六 tx ) 的 ;而 


离散 傅 氏 逆 变 换 则 是 要 根据 双 知 的 离散 谱 来 求 它 所 对 应 的 离散 信 
号 . 
我 们 将 (5 和 7) 式 改写 为 


(NF) 一 Ps)e en (x = 0,1,2,.,N— 1) 


《5-48》 
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将 (5-48) 式 两 端 乘 以 ex * 并 对 从 0 到 NN 一 1 求 和 得 到 ， 


N—1 入 一 1 NN-—i / Jy 
Vpilren/W -二 y TY 一 war/N 好 xm 
ZXCN7F)e 之 | Zr )e )e 


Nl1 N— 1 
二 Dy zrT) . Dorm mr/ : 《5-49) 
7 一 0 3 一 人 i 
因为 
De | 0 当 凤 天 7 时 
2 IN - 当 m 一 7 时 
所 以 , 当 m=y 时 ,(5-49) 式 变 为 
zmT) 一 也 六 je (四 一 0,1,2 一 1) 


| (5-50) 
(5-50) 式 便 是 我 们 所 要 求 的 离散 博 氏 道 变换 公式 . ， 
为 了 使 公式 表示 得 简捷 起 见 , 在 (5-47) 和 (5-50) 式 中 , 令 
X(m) = x 霹 | 和 
x(n) 一 了 (7 ) 
你 一 Bf 


则 (5-47)、(5-50) 式 变 为 


Nl . 
Xm) = Dr Ww . (5-51) 
8 一 人 


z(a) = Dw (5-52) 
mn= 0,1,2,.…,N—1 
以 后 常用 的 公式 便 是 (5-51) 式 和 (5-52) 式 , 并 且 称 为 离散 健 氏 
变换 对 ,它们 建立 起 入 个 信号 xCn) 与 W 个 频谱 X(m) 之 间 的 一 一 对 
应 关系 , 为 了 书写 方便 ,以 后 将 离散 傅 氏 变换 简 记 为 DFT( 即 Discrete 
Fourier Transform 的 缩写 ). 将 正道 变换 和 间 的 对 应 关系 记 为 
rx(n) Xm) 
其 中 A 表示 为 周期 . 
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应 该 注意 到 ,因为 Ww”“ 以 NW 为 周期 , 即 
W™” = Whtme 一 Wet 
所 以 ,由 (5-51) 和 (5-52) 
式 所 定义 的 正 变 换 X(m) 
及 道 变换 z(x) 也 是 以 入 
为 周期 的 序列 . 亦 即 
X(m N) =X(m) 
x(n + N) =z7x(n) 
. 故 个 离散 信号 z(s) 可 
以 看 成 周期 信号 xz(a) 在 . 1 
一 个 周期 N 内 的 值 ; 个 
离散 频谱 X(m) 可 以 看 成 周期 离散 频谱 XCm) 在 一 个 周期 w 内 的 值 . 
下 面 我 们 来 讨论 , 当 引 入 了 后 函数 概念 后 , 傅 氏 级 数 和 传 氏 变 
换 便 统一 起 来 的 问题 . | 
以 图 5-3 的 周期 性 的 三 角 波 形 为 例 加 以 说 明 . 设 这 个 三 角 波 形 
函数 为 y(t) ,因为 它 是 一 个 偶 函 数 ， 所 以 ， 这 个 函数 展 成 传 氏 级 数 时 ， 
其 傅 氏 系数 为 


1 ?0/2 


qs 7 rd os C2rnfot)d 
To/2 
= 站- " (元 一 如 jescmrou 
4 
| 了 当天 0 时 
| . 
元 当 r= 二 0 时 
4 . 
Tani 当 n= 土 1, 土 3,… 时 
0 当 a 一 士 2, 土 4,… 时 (5-53) 
元 当 a 一 0 时 


显然 ,y(t 所 展 成 的 伍 氏 级 数 为 
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v0 一 元 十 二 Eeea(2af0 
十 闲 cos06xyog + 让 eedlonyw 十 … -| 


其 中 一 讽 
以 下 我 们 将 证 明 ， 通过 1 的 伟 氏 变换 可 以 获得 同样 的 结果 
由 抽样 定理 可 知 ,周期 三 角 波 y(t) 就 是 图 5-3 中 单个 三 角 波 AD 
和 等 距 脉 冲 函 数 无 穷 序列 =(O 的 福 积 , 即 
y(t) 一 有 (共和 (t) ，《5-547 
由 (5-24) 式 给 出 ,z(9 的 传 氏 变换 为 元 2 6(f 一 天 ),4(6) 的 传 氏 变 
换 记 为 (有), 于 是 


一 Ln 

Y(f) 一 万 (f)XCf) = HC(F) 元 之 57 元 
ln 了 _ 
= 广 之 扩 元 of 元 ) (5-55) 


由 此 可 见 , 周 期 函数 y(t) 的 仿 氏 变换 是 幅度 分 别 为 厅 ( 玉 ) 寺 的 一 个 


等 距 脉 冲 函 数 的 无 穷 序列 . 又 知 周 期 函数 ?GD) 的 傅 氏 级 数 ， 就 其 指数 
形式 而 言 ,是 幅度 为 


To72 . 
c = 元 | De md a = 0, + 1, 士 2,)》 (5-56) 


的 无 多 个 复 正弦 西数 的 和 容易 看 到 在 [一 时， 好] 内 y(t) 一 h(t)， 
于 是 ,将 (5- 56) 式 中 的 y《) 代 之 以 4() 得 
c, = 到 | ,De ed = 关 HCnfo) = 讽 赤 起 ) (5-57) 


这 就 看 到 ,对 一 个 周期 函数 ， 中 全 攻 变 欣 所 导出 的 系数 和 用 通 和 的 人 
氏 级 数 所 导出 的 系数 是 相同 的 . 我 们 比较 (5-55) 式 和 (5-57) 式 发 现 ， 


除了 因子 元 外 ,函数 y (0 的 传 氏 级 数 展开 式 的 系数 0, 等 于 健 氏 变换 
( 力 在 元 点 处 的 值 
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5. 3.6 ”离散 傅 氏 变换 的 性 质 
和 连续 博 氏 变换 一 样 ， 离散 传 氏 变换 也 有 许多 在 应 用 上 非常 重 
要 的 性 质 . 为 了 应 用 上 的 方便 ,我 们 将 其 开 列 如 下 
1 线性 性 如 果 二 (ny 冤 Xm) 和 (全 和 (mn)， 则 对 任意 常数 
wm ya 有 
wz (a) 十 ora(n) Xm) 十 mm) (5-58) 


2. 对 称 性 ”如 果 z(n)>X(m), 则 有 
zn) rR nm) (8-59) 
LL 
3. 时 间 位 移 如 果 z(x)<>XCm), 则 有 
x(x# 士 有 Xm Wi™ (5-60) 
其 中 h=0,1,2,..,N—1 | 
4. 频率 位 移 如果 z(a)< >X(m)， 则 有 
大 (十 士 1 x(n) Wt" (= 0， 2 一 1) (5-61) 
5. 裙 积 定 理 ”如果 0) Kim) ss > Xam), 且 zm) 与 
zz(n) 的 裙 积 为 
sn) = aaa 一 全 
a™=0 . 


则 有 
XX (mm) 一 Xi Cm) Xm) (5-62) 
其 中 X,(m) 是 mm (za) 的 傅 氏 变换 . 并 且 ， 如 果 ， 
Wm) = Xm) x Xalm) = Fx Xm -0) 
由] 
| 则 有 ， ， ， 1 
zs (2) = 21 (n)z:(n) (5-63) 


其 中 (nD) 是 和 sm) 的 高 散 传 氏 逆 变 换 . 
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得 到 


6. 相关 定理 ”如果 二 实 序列 z.(w) ,zs(*) 的 谱 分 别 为 (m) 和 
X:《m) ,并 记 和 (Ca) 与 X:(#) 的 相关 为 ， 四 
zs(#) 一 2 (Ch)za(s + h) (5-64) 
则 有 

Xs(m) = X? (m) Xm) (5-65) 
其 中 X,《m) 是 x(n) 的 离散 传 氏 变换 ,Xi (m) 是 X,(m) 的 复 共 罗 谱 . 
7. 巴塞 瓦 定理 ”如 果 二 实 序列 mn) ,zs(a) 相 同 , 则 由 (5-65) 式 


Xam) = IXm) 1 (5-66) 
将 (5- 66) 式 及 (5- 64) 式 代入 道 变 换 和 公式 (5- 52) 式 中 得 


Doan 十 有) 二 $5 [Xm Ew- 


n= 0 就 得 到 巴 密 丽 等 
Ba = 5 [XCm) 和 (5-67) 
8. 偶 函 数 若 时 间 序列 2(n) 是 个 实 偶 函 数 ， 即 z( 一 中 一 zCn)， 
则 它 的 离散 谱 也 是 个 实 的 偶 函 数 ， 


9. 奇 函 数 如果 时 间 序列 (1) 是 个 实 的 奇 函 数 , 即 (一 1) = 
一 x(n), 则 它 的 离散 谱 是 一 个 虚 的 奇 函 数 . 

10. 复 共 辆 定理 对 于 实 的 时 间 序列 z(n)， 则 它 的 离散 谱 具 有 
偶 的 实 部 与 奇 的 能 部 , 即 XCm) 一 X*( 一 mm); 对 于 虚 的 时 间 序 列 z(w)， 
则 它 的 离散 谱 具 有 奇 的 实 部 与 偶 的 虚 部 , 即 XCm) 一 一 X* Gm). 

上 述 性 质 的 证 明 是 容易 的 ,只 要 注意 离散 侍 氏 变换 的 定义 (5- 
51) 和 (5-52) 式 ,性 质 1 到 性 质 4 是 不 难得 证 的 ,后 面 6 个 性 质 的 证 
明 , 只 要 适当 引用 前 4 个 性 质 ,及 (5- 51) 和 (5- 52) 式 也 是 简单 多 证 
的 . 这 里 仅 证 性 质 5 如下， 

证 明 根据 (5- 51) 式 有 . 

Xm) 一 Sm = PCD z zs — Ww 
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一 Van 中 a 一 hw ) 


i=0 


根据 性 质 3, 便 得 
N 一 上 一 

Xm) = Dz Ks mW = Xm) Dr W™ 
s=0 b=6 


一 X (m) Xi(m) 
类 似 地 ,如果 (Cnm) 与 和 


Xis(m) 一 Xm) # Kem) 一 元 Dn (DXslm 一 站 
则 有 


2 (8) = zt)zz(a) 
其 中 ,z's(n) 是 YX Cm) 的 离散 傅 氏 道 变 换 . 这 就 得 到 了 性 质 5 的 证 
明 . 


5. 3.7 快速 傅 氏 变换 (FFT) 人 简介 


离散 傅 氏 变换 在 许多 应 用 中 的 极端 重要 性 ,是 勿 须 怀 疑 的 ; 然 
而 ,从 (5-51) 式 可 知 , 对 于 zx( 有 XN 个 数据 点 ,要 想 通 过 (5-51) 式 直 
接 算出 入 个 频谱 值 , 它 的 计算 时 间 是 正比 于 和 N? 的 , 即 要 做 N? 次 腰 
法 运算 ,特别 是 z(n) 要 是 复 序列 时 ,就 需要 4A? 次 实数 乘法 和 和 N(1N 
一 2) 次 实数 加 法 . 换 句 话说 ,就 是 需要 做 A? 次 复数 聚 法 和 入 (XN 一 1) . 
次 复数 加 法 运算 ,此 外 ,在 计算 机 或 专用 硬件 上 实现 计算 离散 傅 氏 变 
换 时 ,当然 还 要 求 存 取 输 入 序列 z(n) 和 系数 W“ 的 值 ,这 种 数据 的 存 
取 量 一 般 是 正比 于 算术 运算 的 次 数 , 因此 ,通常 衡量 一 种 计算 方法 的 
优 劣 (具体 地 表现 为 需要 的 时 间或 复杂 程度 ), 都 是 以 需要 的 乘法 和 
加 法 的 次 数 作为 比较 标准 的 . 于 是 ,直接 计算 离散 傅 氏 变换 ,其 计算 
量 之 大 (特别 是 当 N 很 大 时 ) 是 相当 惊人 的 . 所 以 ,长 时 期 形成 这 种 
方法 是 好 ,但 是 算 不 起 的 局 面 , 特 别 是 高 速 计算 机 产生 之 前 ,更 是 令 
人 不 敢 想象 . 这 样 就 使 该 理论 在 实际 应 用 中 受到 很 大 限制 . 

由 于 上 述 原 因 ,在 高 速 计算 机 出 现 之 前 ,很 旱 就 有 众多 的 人 去 找 
能 够 减少 乘法 和 加 法 运算 次 数 的 计算 方法 . 一 些 学 者 根据 Ww" 的 对 
称 性 和 周期 性 提出 一 些 方法 ,它们 的 计算 量 粗 略 地 正比 于 Nlog 而 
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不 是 M? ,然而 ,对 于 可 以 手 算 的 很 小 的 N 值 ;并 无 大 意义 . 直到 1965 
年 库 利 (Cooley) 和 图 基 (CTukey) 发 表 了 计算 离散 健 氏 交换 的 一 种 新 
方法 ,这 种 算法 当 XN 为 合 数 ( 即 N 为 两 个 或 多 个 整数 的 条 积 时 ) 适 
用 . 至 此 , 激 起 了 将 离散 健 氏 变换 应 用 于 数字 信和 号 处 理 的 热潮 ,并 导 
致 了 车 于 计算 方法 的 出 现 . 这 些 方法 ,现在 统称 为 快速 传 氏 变换 算 
法 , 简 记 为 FFT( 它 是 Fast Fourier Transform 的 编写 ). 这 一 方法 在 理 
论 上 并 没有 什么 新 的 突破 ,只 不 过 是 计算 离散 健 氏 变换 的 一 种 特殊 
方法 ,其 基本 原理 是 ,把 计算 长 度 为 Y 的 序列 的 离散 健 氏 变换 逐次 
地 分 解 成 计算 长 度 较 短 序列 的 变换 ,并 且 按 分 解 序列 的 方式 不 同 将 
导出 各 种 不 同 的 算法 . 目前 最 常用 的 是 两 种 基本 的 快速 健 氏 变换 算 
法 ,一 种 是 时 间 域 分 解 , 即 根据 序列 z(e)( 其 中 通常 表示 和 时 间 有 
关 的 量 ) 逐 次 分 解 成 较 短 的 子 序列 ;第 二 种 基本 算法 是 ,将 离散 健 氏 
变换 谱 序列 X(m) 分 解 成 较 短 的 子 序列 ,因而 称 为 频率 域 分 解 . 由 于 
FFT 算法 大 大 地 威 少 了 运算 次 数 ,节省 了 时 间 , 因 此 ,突破 了 离散 传 
氏 变 换 在 应 用 上 的 局 限 性 , 正 因 如 此 ,DFT 和 FPT 的 算法 , 现 已 成 为 
许多 科学 技术 .工程 技术 ,特别 是 数字 信号 处 理 中 的 一 个 强 有 力 的 工 
具 . 

这 里 不 能 详细 讨论 FFT 的 具体 计算 方法 和 流程 图 ,只 是 通过 介 
绍 FFT 的 基本 思想 来 阐明 DFT 和 FFT 的 关系 . 

首先 ,我 们 把 公式 (5-51) 写 成 矩阵 方程 的 形式 , 即 因为 

X00) : 2z(0) 


X(1) x(1) 
Xl(m) 一 | z(n) = 
X(N — 1) (NO— 1) 
wr' WwW! so. “00 Ww° 
wr WwW! wi: oe W*-! 
W™ = iW Wi’ wi so00 Wi D 
We Wt WN-D 全 Cr-DCx-D 
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所 以 ,(5-51) 式 可 以 写成 ， 


WwW’ ' ws ww’ [2 we 2(0) 
XC0) we WW WY-! (1) 
XC(1) = iw Ww Wt we :WEN-D 
XN—1) WwW? Wet WEG oe 多 bo-DlisN 一 1) 


. (5-68) 
由 (5-68) 式 便 可 验证 ,在 计算 每 个 谱 分 量 X(m) 时 ,需要 进行 Y 次 复 
数 乘 法 和 一 1 次 复数 加 法 . 而 每 个 复数 乘法 相当 于 4 个 实数 季 法 ， 
所 以 ,如 果 要 算出 全 部 谱 分 量 的 值 ,就 种 作 4W: 次 实数 乘法 和 
N(4N 一 2) 次 实数 加 法 运算 . 故 , 当 N 很 大 时 ,计算 量 之 大 是 十 分 惊 
人 的 . 
下 面 以 Y= 4 一 2 为 例 ,来 说 明 FFT 的 基本 思想 和 提高 计算 速 
度 的 原因 . 
先 将 (5-68) 式 中 的 XX(m) 的 次 序 重 新 排列 (为 的 是 结果 要 给 出 正 
序 的 输出 )， 
XO) WwW’ WwW we wr (0) 
X(2) We Wr We we| Iz)| . 
= (5-69) 
X(1) We Wi WwW? w’ zx(2) 
X(3) Wr WwW’ WwW’ ws (C3) 
因为 全 二 e- 于 ,所 以 ,Wi 二 1 Wi 二 1 ,Wi=1 ,Wi 二 一 WW 二 WW! 二 
WW 二 Wi,W? 一 W1 ,Ws 二 Ws. 所 以 (5-69) 式 又 可 以 写 为 
X(0) 1 WwW? WwW WwW’ rz(0) 
XO |1 we we wl |z01) 
XD)) |1 wi we ws| |z(2) (8770) 
XC3) 1 WwW: WwW: ws lzc3) 
再 将 (5-70) 式 中 包含 WiG==0,1,2,…,5) 的 矩阵 分 解 为 每 一 行 仅 有 
两 个 元 素 不 为 0 的 两 个 矩阵 之 乘积 , 即 
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XC0) 1 We 0 1 0 WwW 01 rz(0) 

; wi 1 
x _ limo ollolos sD | 671) 
xd 一 oo 1 wllio w 0||zc2) 
xj loo 1 wllo 0 wl lcs) 


第 三 步 ,将 (5-71) 式 右 端 按 矩阵 彩 法 算出 来 , 即 最 后 两 个 矩阵 先 相 
” 乘 , 得 出 的 中 间 结 果 再 和 剩余 的 一 个 矩阵 相当 


XO rl 0 We OY rs(0)1 fsk9) + zC2)w? 
XD | 1 0 wl |zG)| la) + Ca)w 
XD) 1 0 wi oO| lz)!| lzc0) + zC2)w? 
X.(3) 0 1 0 WwW’ (3) [zx(1) + 2C3)W’ 


z(0) + z(2)W° 
_ |>(D + z(3)w (8.72) 
xz(0) — z(2)W | 
(1) — z(3)W° 
从 (5-72) 式 可 见 ,在 这 一 步 运算 中 ,只 需要 2 次 复数 乘法 和 4 次 复数 
加 法 运算 . 
第 四 步 , 将 (5-72) 代 入 (5-71) 中 ,得 
X(0) X2:(0) 1 We 0 01f7X(0) 
X(2) Xz(1) 1 Ww 0 0| 1) 
XD xca)) lo 0 1 wl| |x,c2) 
X(3) X:(3) 0 0 1 ws (x.(3) 
XC0) 十 XLIW XC0) + XD Ww 
_ XC0) + XW [X00) — XA Dw (873) 
X12) 十 X13)W! X12) + XI)W!| - 
X12) + XII Ws X12) 一 XW! 
从 (5-73) 式 看 到 ,这 一 步 运算 中 ,也 只 需要 2 次 复数 畏 法 和 4 次 复数 
加 法 . | 
由 此 可 见 , 在 计算 频谱 分 量 X(m) 时 ,由 于 进行 了 矩阵 分 解 ( 实 
际 上 就 是 缩短 了 运算 的 序列 ) ,并且 将 零 引进 被 分 解 的 矩阵 中 使 总 
的 运算 次 数 减少 到 只 有 4 次 复数 困 法 (而 不 是 4 次 ) 和 8 次 复数 加 
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法 (而 不 是 4(4 一 1) 一 12 次 ). 特别 地 ,这 是 按 最 坏 的 情况 来 计算 的 ， 
相知 分 解 后 的 矩阵 中 还 有 W' 二 1,W' 一 W* 二 1 等 这 些 勿 需 进行 复数 
乘法 运算 的 数 , 所 以 , 当 入 =4 时 ,这 样 分 解 后 的 运算 次 数 ,一 般 来 说 
是 低 于 《次 复数 条 法 运算 和 8 次 复数 加 法 运算 的 

综 上 所 述 , 可 以 看 到 ， 

1. FET 算法 比 直接 算法 快速 的 关键 是 将 包含 W'(i=0,1,2;…， 
CN 一 1)(N 一 1)) 的 矩 阵 进行 分 解 , 当 和 ==4=2? 时 ,分 解 成 每 一 行 中 
仅 含有 两 个 非 党 元 素 的 矩阵 的 彩 积 ; 当 N 一 8 一 2: 时 ,分 解 成 3 个 矩 
阵 ;… 当 N 王 2 时 ,分 解 成 * 个 矩阵 . 

2. FFT 算法 总 的 复数 运算 次 数 是 , 当 NW=4 时, 腰 法 为 (4/2) 
log:4 一 2 次 ,加 法 为 4。log:4 一 8 次 1 当 N 一 8 时 ,乘法 为 了 log:8 一 12 

次 ,加 法 为 8， log:8 一 24 次 ,一 般 地 , 当 N=2 时， 采 法 次 数 为 

人 logiN 一 他 次 ， 加 法 为 Nlog:N 一 Na 次 . 


至 于 (5-70) 式 中 的 含有 WW 的 矩阵 是 怎 祥 分 解 成 (5-71) 式 中 的 
两 个 抢 阵 ,以 及 具体 计算 的 流程 图 ,这 里 都 不 一 一 介绍 了 ,有 兴趣 的 
读者 可 查阅 本 书后 面 列 出 的 参考 书目 . 


5. 3. 8 -函数 在 变换 中 的 应 用 


宅 变换 也 是 数字 信号 处 理 中 的 一 种 重要 的 计算 方法 . 是 对 离散 
变量 序列 进行 运算 的 一 种 有 效 的 数学 工具 . 在 工程 技术 、 运 筹 学 和 其 
它 许多 应 用 科学 中 有 着 广泛 的 应 用 . 由 于 本 书 的 宗旨 ,我 们 感 兴趣 的 
只 是 6 函数 在 空 变换 的 定义 的 推导 以 及 诸 性 质 中 的 应 用 . 时 

我 们 知道 ,统计 学 家 关心 时 间 序列 分 析 ,经 济 学 家 关心 预测 ,而 
工程 师 则 关心 数字 滤波 但 所 有 的 人 都 关心 对 数据 进行 处 理 . 这 些 数 
据 常常 带 有 随机 起 伏 的 特殊 趋势 ,这 种 趋势 也 许 就 是 测量 误差 ,也 许 
是 基本 现象 中 的 固有 的 成 分 . 在 处 理 数据 时 ,不 外 乎 采取 平滑 处 理 或 
滤波 处 理 . 如 果 是 线性 的 称 为 线性 滤波 ,这 时 空 变换 则 就 大 有 用 武 
之 地 了 . 
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对 于 一 个 给 定 的 序列 *Ca) , 它 的 和 变换 的 定义 为 ; 
X(2) = 》1z(a)2-， (5-74) 
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其 中 是 复 变量 ,X(z) 称 为 序列 Cx) 的 变换 式 或 者 称 为 象 . (5-74) 式 
右 羔 的 颇 级 数 实际 上 就 是 复 变 函数 里 为 我 们 熟知 的 罗 朗 (Laureut) 级 
数 展开 式 . 它 在 一 个 环 域内 收敛 ,并 且 是 收 伍 域 内 每 一 点 的 解析 函 
数 . 值得 注意 的 是 变换 X(z) 的 收敛 域 , 完 全 是 由 所 给 序列 x(m) 的 
性 质 决定 的 . 

有 趣 的 是 ,在 时 域 连续 系统 的 理论 中 , 拉 普 拉 斯 变换 可 以 看 成 全 
氏 变 换 的 一 种 推广 ;而 在 时 域 离散 信号 系统 中 ,和 变换 既 可 以 作为 
拉 普 拉 斯 变换 的 特例 来 处 理 ,又 可 以 看 作 是 离散 傅 氏 变换 的 推广 . 

设 有 一 个 连续 信号 f(0, 以 了 为 取样 间 了 进行 离散 化 ,由 (5-19) 
式 知 


f(2) = Spearyac 一 #7) (5-75) 
因为 LC6G 一 nT7)]==@ ~", 所 以 ,(5 一 75) 式 对 + 取 拉 氏 变换 得 
PCf(D] = Dame 所 (5-76) 
令 e”" 二 z, 则 (5-76) 式 变 为 ~ 
LO (0 = DS . (5-77) 


(5-77) 式 便 告诉 我 们 之 变换 为 拉 氏 变换 的 特殊 情形 . 
再 将 复 变 量 > 表示 成 极 坐标 形式 , 即 令 2 一 re 代入 (5-74) 式 
中 ,得 | 
X(res) = > ZR)P se of (5-78) 

因此 ,zx(n) 的 宅 变 换 可 以 看 成 是 序列 zu) “的 傅 氏 变换 . 特别 是 当 > 
二 1, 即 |z|=1 时 ,序列 z(x) 的 空 变换 就 是 它 的 傅 氏 变 焕 ， 

求 平 均值 (数据 平滑 的 一 一 种 简单 方法 ) 的 过 程 中 就 用 到 了 生变 
换 . 

车 在 时 间 至 4 间 得 一 观察 值 的 序列 
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设 冰 是 由 = 而 得 的 经 平滑 的 观察 人 序列 ， 它 是 由 最 新 4 个 观察 值 相 
加 并 被 上 除 而 得 到 的 (一 0,1,2,…,a), 当 = 的 值 小 于 * 一 1 时 ,只 能 
相 加 个 可 利用 的 观察 值 . 这 就 得 到 以 下 方程 


人 


如 1 时 ) 
将 上 述 方程 写成 紧缩 形式 , 即 
一 T(z tg) (5-80) 
其 中 心 是 单位 阶 路 序列 . 于 (5-80) 式 两 端 取 空 变换 ,得 


yz) = XC 十 z 十 … 十 2 和 (5-81) 
这 样 ,我 们 得 到 传递 函数 : 
~ 一 了 (2) 一 过 > 1 ens ~ -El - - 
1 = 十 十 4) (5-82) 


又 知 脉冲 响应 的 之 交换 是 传 画 数 ， 所 以 取 (5- 82) 式 的 递 宅 变换 则 
得 脉冲 响应 为 


h(n) = 二 C60n) 十 64 一 1 十 十 6ln 一 十 1)] 


可 见 脉冲 响应 是 由 一 串 脉冲 序列 所 组 成 ， 并 且 每 个 脉冲 强度 为 二 . 


下 面 我 们 再 讨论 与 5- 函数 有 关 的 乞 变换 的 几 个 性 质 - 
(1) 序 列 z(4) 的 时 移 性 ”如 果 x(s) 的 空 变 换 为 X(z), 则 对 任意 
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的 整数 ,有 
zn 一下] = 2 :XX(z) (5-83) 
其 中 空 [z(x 一 8) 表示 序列 zn 一 k) 取 省 变换 (以 下 同 )， 
证 明 是 容易 的 ,因为 只 要 令 m=s 一 +, 便 有 


' +% 
>») XR CO— Ek)z-* = >) Zz(m)2 "2! >， zm)2" 


二 zt! 光 (z) 
所 以 ,(5-83) 式 成 立 . 
根据 (5-83) 式 ,立即 可 求 得 序列 
1 当 # 一 上 时 
sm -0= | 当 a 关 1 时 
的 安 变换 , 即 
E60 I= me (5-83)， 


oo 


由 该 式 可 知 5(x) 的 之 变换 是 1,6tn 一 中 的 之 变换 是 z 
(2)X(z) 的 微分 性 质 车 空 [x(x)] 二 XX(z), 则 有 
Xz) = Dr js-1 
即 
| A 一 一 。 LX) (5-84) 
证 明 由 之 变换 的 定义 (5-74) 式 知 
nz(n))] 一 2) nz(n)2 "= (— 2) 2) 2(8)(— nz2* 1) 


站 < 一 Oo 


一 oo 


一 《一 2) 2 zn) 全 “一 (一 >) ED yz “一 (一 2) Xz) 
类 似 于 (5-84) 式 还 有 
FCW) = ~) EC 4) CX) (5-85) 


我 们 知道 象 函 数 “2) 的 积分 是 微分 的 道 运算 ,X(s) 的 微分 对 应 于 旬 
原 沙 数 序 列 z(x) 乘 以 *, 相 反 ,X(z) 的 积分 则 应 对 应 于 用 4 去 除 z(n)， 
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即 


zc =| xdz (5-86) 
其 中 不 定 积分 的 常数 要 取 作 零 ,并 且 :对 任意 整数 a, 还 有 . 
CE -]= 二 | xz (5-87) 
及 
¥ (ei) = 2 [Es (fxs) )a (5-88) 
成 立 


只 要 应 用 (5-86) 式 ,(5-87) 和 (5-88) 式 是 不 难得 证 的 . 这 里 留 给 
读者 练习 . 
利用 (5-84) 至 (5-88) 诸 式 , 我 们 可 以 导出 几 个 有 用 的 结论 
设立 [9(a)] 王 G(z) ,并且 
一 0s) = H(z) (5-89) 


即 万 (=) 是 由 G(z) 的 微分 而 得 到 的 ,反之 G(z) 是 由 万 (z) 的 积分 而 得 
到 的 .为 了 找 出 这 一 积分 运算 的 积分 限 和 积分 常数 ,根据 和 变换 的 
始 值 定理 (请 读者 参看 《工程 数学 ?积分 变换 一 书 的 48 页 拉 普 拉 斯 变 
换 的 初 值 和 始 值 定理 ,之 变换 的 始 值 定理 与 此 相 类 似 ), 有 

limG(<) = g(0) (5-90) 
再 将 (5-89) 式 两 端 从 到 oo 积分 , 即 

G(2) — G(00) =| Ha 

由 (5-90) 式 知 


ckz) = 9(0) +| “HDdu (5-91) 


为 了 使 (5-91) 式 中 的 广义 积分 收敛 , 即 当 soo 时 ,万 (z) 必 须 与 证 为 
同 阶 函数 ,于 是 ,改进 (5-89) 式 为 


d X(z) 
一 五 G(2) 二 


2 
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即 , 设 及 (=) 一 坊 X(z), 从 而 ,得 
6(z) = 9(0) + 全 Xa, 


我 们 知道 (5~91) 式 是 由 
(nO— l)gGn OO— ln om 1) = zn— 2)a(n — 2) (5-92) 

的 右 端 无 论 在 z=0 或 +=1 都 为 零 时 才 成 立 ， 现 将 (5- 92) 式 向 右 移 
一 个 单位 ,得 

Ng(R) = ZR 一 Tae — 1) 
所 以 , 当 ?天 0 时 , 则 有 

g(n) = Lz(n 一 Duln — 1) (5-93) 
g (0) 的 值 的 选取 与 z(x) 的 值 无 关 , 比 较 (5-91) 和 (5-93) 式 ; 左 端 
定 [g(n)) 二 G(2), 所 以 ,有 端 部 分 改写 为 

9(0)6(a) 十 二 za 一 Duln — 1) 
就 容易 从 (5-86) 式 发 现 , 它 的 之 变换 是 
9(0) +|" 让 z(t 

即 | 


wn — D)]= 000) 十 | Boe 


(gC0)s0n) 十 2 


(5-94) 
如 果 序 列 xz0w) 用 zn 十 1) 或 z(n 十 2) 去 替代 ,可 以 得 出 (5-94) 式 的 另 
外 两 种 形式 , 即 


(960)40) + un — 1)]=900) + = 00 

: (5-95) 
空 [9(C0)6(m) 十 + Ds 一 1)] 
一 9(0) +| co 一 z(0) ~— z(1)u du (5-96) 


(3) 初 积 定理 若 a(a) ,za(o) 的 Y 变换 分 别 为 XCz) 和 Xs(z)， 
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则 rs) * zzCn) 的 之 变换 为 XX,(z)。 Xs《z), 即 
zn) # zz) 一 Xi(2) » Xs(2) (5-97) 
并 且 , 只 要 (45-97) 式 右 端 是 若干 个 空 变换 的 梨 积 ,我 们 就 可 以 把 它 
们 对 应 的 序列 写成 裙 积 的 形式 ,例如 (5- 83) 式 ， 因为 由 (5-83)' 知 - 
室 06(n 一 上 )) 二 z-!:, 所 以 ,得 
zn — Ek) = 6(% — EF) rn) . (5-98) 
这 就 说 明 一 个 在 处 的 单位 脉冲 序列 与 一 个 序列 zC*) 的 裙 积 等 于 序 
列 z(w) 向 右 位 移 * 个 单位 ， 如 果 zn) 与 在 原点 的 一 单位 脉冲 序列 的 
福 积 , 则 仍 得 原 序列 ， 即 
z(R) = dCn) x Zz(n) | (5-99) 
根据 (5- 97) 式 的 重要 性 质 得 到 的 (5-98) 和 (5-99) 两 个 重要 结果 ,都 
是 非常 有 用 的 结论 . 
(4) 尺 度 变 换 “一 个 新 的 序列 可 由 序列 z(*) 生 成 . 只 要 新 序列 
. 在 其 时 间 变 量 为 z(x) 的 自 变量 的 整数 的 倍数 时 有 非 零 值 ， 而 在 其 
它 处 均 为 零 即 可 . 如 下 定义 的 序列 g(x) 便 是 z(n) 的 新 的 生成 序列 


[a 
~ 一 一 0,k 2 q 
g(n) = r FE 当 " M 时 
0 


其 它 
我 们 把 gCn) 表 示 为 脉冲 序列 的 加 权 和 , 即 


gn) 一 Dre — 8) 
并 且 ,其 和 变换 为 各 z 
G(z) = DRO 
这 个 式 子 的 右 端 便 是 z(n) 的 宅 变换 ,只 不 过 是 z 换 成 了 2( 即 25= 
(#) 这样 就 得 到 了 变换 的 尺度 变换 规则 为 | 


(Oro — Rj) )]= XC) (5-100) 
- j=0 “ 
并 且 , 由 此 又 得 到 
2x[ 2 ~ 2)) = (5-101) 
j=0 -  ， 
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x[ 忆 3 Sgn 一 37) ]=In - 了 二 (5-102) 


只 要 注意 到 和 Cu(o] 一 二 2 和 儿 [ 生 von 一 D)=In 二 (5- 100 和 


(5-102) 式 就 不 难 分 别 将 其 导出 . 

宅 变换 有 着 极为 广泛 的 应 用 . 一 类 很 重要 的 线性 离散 系 统 ， 如 
把 有 关 目 标的 数据 ,收集 在 具有 一 定 重复 频率 的 高 散 脉 串 内 的 跟踪 
雷达 ,多 路 的 .时 间 分 撩 的 .脉冲 调制 的 遇 测 系统 或 通讯 系统 ,以 及 以 
计算 机 作为 组 成 部 分 的 控制 系统 等 ,对 这 类 系统 进行 分 析 时 ,虽然 也 
可 以 用 拉 普 拉 斯 变换 ,但 是 ,用 空 变换 更 加 简便 . 

其 次 ,用 之 变换 解 所 谓 的 差分 方程 ,更 是 简便 有 效 . 

关于 这 些 应 用 ,涉及 的 专业 知识 面 太 宽 ,也 距离 本 书 的 宗 细 其 
远 , 故 不 袭 述 . 仅 举 用 之 变换 解 差分 方程 一 例 . 

例 5.1 已 知 w(0)=1, 解 下 列 一 阶 线性 差分 方程 . 

: wt TT) + 2w) = 

其 中 ! 为 自 变量 ,? 为 离散 化 取样 间隔 . 

解 将 所 给 差分 方程 两 端 取 单 向 宅 变换 (当然 也 可 取 双 向 的 )， 
得 
3572 

一 173 

其 中 之 Co(O] 一 下 (z)， [5 = ss 

由 宅 变换 的 定义 (5- 74) 武 和 (6 77) 式 知 : 


xr[5D0 = D5Ds + = 59 ams ， 
a=0 一 0 


朱玉 (sz) 十 1 十 28 (2) 一 


一 57z (1 十 2z 十 3 十 ……) 
57z 57z 

(1L 一 sz 一 
解 关于 w(0 的 全 变换 方程 ,其 解 为 


jy 57z 2 
Wz) (z 十 2)(z 一 1)? x: 十 2 


为 了 求 其 逆 , 将 二 芒 人 一 1 分解 为 部 分 分 式 (不 包括 分 子 里 的 党 
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数 和 z) , 即 


1 bb 
GING + Gt2 1 


分 来 和 和 下 4 言 ,及 一 言 ' 汉 一 一 言 ' 于 是 


z 3z 2 | 2 
Wt(z) 一 Gt er- :i)- 


取 该 式 之 逆 空 变换 ， 
wo 一 各 (( 一 苛 )( 一 2 人 3 十 3 去 一 中 


由 于 和 变换 是 一 个 在 其 收敛 域内 的 连续 函数 ， 其 反 变换 是 关于 的 
连续 函数 (如 w(0), 而 差分 方程 的 解 应 该 是 个 离散 解 , 于 是 ,由 (5- 
75) 得 


w(t) =- 轩 太 [da 一声 ( 一 2) 十 3n 一 1]5G — aT) ~ 
这 是 强度 变化 的 脉冲 序列 ,在 某 一 特定 的 取样 时 刻 =/T 时 , 因 变 量 
的 值 为 
wkT) 一 sr (a 一 二 (一 2) 十 38 一 -了 

关于 和 变换 再 作 如 下 三 点 说 明 : 

(1) 一 般 来 说 取样 间隔 ?了 是 固定 的 ; 

《2) 这 节 所 推导 的 公式 ,只 有 当 抽 样 时 把 连续 的 输入 函数 变换 
成 宽度 为 科 及 强度 轩 了 输入 函数 在 抽样 时 刻 的 值 的 ` 捉 脉冲 时 才 是 
正确 的 ; 

(3) 抽样 频率 (去) 至 少 是 截 频 的 两 信 . 


$5.4 希 尔 伯 特 (Hilbert) 变 换 


我 们 已 经 多 次 提 到 ,4- 函 数 的 运算 性 质 ,无 论 是 在 信号 处 理 中 ， 
还 是 在 其 他 的 科技 领域 里 ,都 有 广泛 的 应 用 . 并 且 , 正 是 因为 5 函数 


的 这 一 重要 性 质 ， 才能 使 含有  - 冰 数 的 一 些 较 复 杂 的 积分 能 简便 地 
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积 出 来 . 关于 这 一 性 质 的 应 用 ,我 们 顺手 就 可 以 给 出 例子 . 
如 (3-28) 式 ,利用 5 函数 的 运算 性 质 就 很 容易 证 明 . 
设 F[xC2)j==X(f), 求 证 


FLzCt)cos2rf.t] = [Xf — fo) + Xf + fo)] 

因为 2(0eos2mfot 可 以 看 成 是 两 个 函数 的 聚积 ,车 设 [oos2fsd] = 
Y(f), 则 有 
XD#FD 一 | YOXG -Do 
由 (3-14) 式 知 

Pleos2nfot] 一 了 (P = 3 一 四 ) + r+ fo)] 
所 以 

xD sf | 7CDXCGf Dar 


= 站 [ier 一 fo + dlr + fo) XCF 一 rdr 


=3|| ac- FOXG ~ rar 


+| ocrt FX — ar] 


=3[Xf — fo) + X(f + fo)] 


故 问题 得 证 . 从 证 明 中 可 见 ,车 没有 5 函数 的 运算 性 质 ,最 后 一 步 的 
积分 是 难于 积 出 来 的 . | 
下 瑚 我 们 再 介绍 希 尔 伯 特 (Hilbert) 变换 它 既 作为 -函数 运算 
性 质 的 应 用 ,又 可 作为 滤波 理论 的 一 个 例子 ， 同时 也 给 出 了 分 析 信号 

的 一 种 工具 . 
项 尔 伯 特 变换 是 把 一 个 实 信号 表示 成 复 信号 ( 即 解析 信和 号) 的 一 
种 变换 方法 . 这 不 仅 从 理论 上 讨论 起来 得 到 方便 ,而 且 , 可 以 由 此 来 ` 
研究 更 广泛 的 数字 信号 处 理 的 问题 . 这 一 变换 方法 最 初 是 从 通讯 理 
论 中 提出 来 的 ,目前 已 被 广泛 地 采用 . 如 在 地 震 勘 探 .随机 振动 以 及 
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同 态 信和 号 的 理论 中 ,都 有 着 重要 的 应 
那么 ,什么 是 希 尔 伯 特 变换 呢 ? 前 节 我 们 讨论 乞 变换 时 知道 ,一 
个 信号 序列 的 空 变换 ,在 其 收敛 域内 是 一 个 解析 渗 数 , 即 在 其 收敛 
域内 的 每 一 点 上 都 存在 着 唯一 的 导数 , 同时 ,解析 性 还 意 昧 着 空 变 
换 及 其 导数 在 收敛 域 内 是 连续 函数 . 而 县, 解析 函数 的 实 部 和 碰 部 满 
足 柯 西 - 黎 曼 (Cauchy-Riemann) 条 件 . 这 些 条 件 都 是 对 和 变换 在 其 收 
敛 域内 有 相当 强 的 约 东 . 此 外 ,还 有 柯 西 积分 定理 的 约束 , 即 可 用 解 
析 区 域 边 界 上 的 函数 值 来 确定 解析 区 域内 任何 一 点 的 复 函 数值 . 根 
据 解析 函数 (或 者 说 解析 信和 号) 的 这 些 关 系 ,在 一 定 的 条 件 下 ,我 们 可 
以 建立 其 傅 氏 变换 或 过 变换 的 实 部 和 虚 部 之 间 , 或 者 是 幅度 和 相位 
之 间 的 关系 ,这 些 关系 在 不 同 领域 内 有 不 同 的 名 称 . 在 数学 文献 中 ， 
这 些 关系 通常 称 为 泊 松 《Poisson) 公 式 ;在 数字 信号 处 理 理论 中 被 称 
为 希 尔 伯 特 变换 . 


5. 4. 1 实 连 续 信号 的 希 尔 伯 特 变 换 


为 了 层次 清楚 ,以 下 我 们 分 两 步 来 讨论 . 

(一 ) 实 连续 信号 的 复 信 和 号 表示 . 

一 个 简单 的 余弦 信号 cos2xfoi( 这 是 一 个 实 连 续 信和 号 ,其 中 fo 
”0) ,根据 欧 拉 公式 , 它 可 用 简单 的 基本 复 信 号 ex 和 e- re 表 示 为 


cos2rfol 一 1 (62 二 ey) 


2 

不 难看 出 ,这 是 因为 复 信号 e227 和 e- “的 虚 部 互相 抵消 了 的 缘故 . 
当然 ,我 们 也 可 以 把 cos2xfot 表示 为 男 外 一 种 复数 形式 , 即 

cos27yfol 一 Re{e/s} (x¥) 
或 者 

cos2nfot = Rele ht} : C% x ) 
因为 一 般 要 求 复 信号 的 频率 了 取 为 正 ,所 以 ,只 取 C x ) 式 ， 并 且 fo> 
0. 称 ez 为 cos2xfot 的 复 信和 号， : 

对 于 任意 实 连续 信号 z(4) 可 做 语 样 讨论 ，- 
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设 实 连续 信和 号 =*(0) 的 频谱 为 X(f) , 则 X( 一 力 一 驶 (f) ,所 以 ,z(b) 
可 以 表示 为 


zC0) =| x ennas 
=| Xora + xcpernif 


中 加 叶 虽 
-| X(f)eanndf 十 | X( 一 Fengf 
因为 X( 一 及 一 况 (f) ,所 以 


|. ~ XC— fe mnaf =| Xf emma 


021" Xemap (5-103) 


于 是 ,得 


从 而 ,有 
z(i) = Re{ 上 , 2XCf)ernef)} 《5-104) 


车 令 g(0)= [7 2XCf eedf, 则 称 g(t) 为 sC0) 的 复 信号 . 如 果 设 g(0) 
的 频谱 为 CCf), 则 由 (5-104) 式 可 知 


2X( 0 由 : 
Gf) = | ? 当 f> 0 时 ， (5-105) 


0 当 f 志 0 时 
(二 ) 希 尔 伯 特 变换 
由 (5-104) 式 可 知 GCf) 是 由 XX(f) 滤 波 得 到 的 ,并 且 , 可 以 将 函数 


2 - 0 出 
H(f) = 1 0 | Si 0 (5-106) 
和 友和 小 波 器 频谱 于 是 ,有 
G(f) = 甩 (P)X(f) (5-107) 


由 第 三 章 傅 氏 变换 (3-36) 式 和 (5-106j 式 ， 其 所 对 应 的 时 间 函 数 4(4) 
不 难 求 得 ,为 


h(t) = (2) + 二 (5-108》 


于 是 , 实 信 和 号 z(2) 的 复 信号 y(2) 表 示 为 . 
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0(D =hD) wz(D 一 (400 十 1 二 ) wz 


一 z(D 十 二 # z(t) 


2 
-wot— 
则 称 z(D 为 z() 的 着 尔 伯 特 变换 . 包 (D) = 十 称 为 希 尔 伯 特 滤波 因子 . 
希 尔 伯 特 滤波 频谱 为 | 

一 1 当 f> 0 时 
1 一 -110 
Hi(f) [ 当 了 二 0 时 (5-110) 
由 (5-109) 所 导出 求 xz(9 的 公式 , 即 , 设 z(O 的 频谱 为 苞 (f) ,由 (5-109) 
和 (5-110) 式 得 


5D 一 二 sz(G) 一 圭 = (5-109) 


z(f) = HAC(F)X(F) (5-111) 
将 (5-111 ) 式 两 端 都 乘 以 万 (了 了) ,注意 HI(f)= 一 1, 于 是 ;有 
XP =— HP (5-112) 
由 (5-112) 式 知 X(f) 的 信号 函数 (0 则 是 ,CF) 和 各 双 (f) 所 对 应 的 信 
号 函数 访 ( 旨 和 z(t 的 神 积 , 即 


z(t) =— h(t) zt) 


= 一 去 * 20 = 一 二 | 下 Dr， 5-118) 


一 oo 一 一 id 

(5-113) 式 称 为 希 尔 伯 特 道 变换 公式 . 通常 是 把 (5-109) 和 (5-113) 式 
写 在 一 起 ,统称 为 项 尔 伯 特 变换 公式 . 特别 是 由 这 两 个 式 子 还 可 以 看 
到 , 若 z(t) 的 希 尔 伯 特 变换 为 (2), 则 z (人 ) 的 希 尔 伯 特 变换 就 是 
一 z(0. 例如 ,我 们 不 难 证 明 , 信 号 cos2xfot 的 希 尔 伯 特 变换 为 
sin2xfot, 则 sn2nfu 的 项 尔 伯 竺 变换 就 是 一 一 Cos2rrjfot. 

因为 cos2xfoi 的 传 氏 谱 为 工 去 [5Cf 一 如 ) 十 60f 十 六 )],* 经 过 希 尔 伯 
特 变换 ,频谱 变 为 


到 [af 一 如) + dF + FHF) 
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一 革 [sdf 一 f) +dd+f] 当 所 >>0 时 


二 [6(f 一 万 ) 二 60(Ff 十 了 0)] 当 f 声 0 时 ， 


起 6 一 下) 当 巨 > 0 时 


il 


一 计 6Gdf 十 到) 当 为 委 0 时 


一 去 [idf 一 加) 一 6(f 十 玫 1)] 


我 们 由 (3-29) 式 知道 这 个 谱 所 对 应 的 信和 号 恰好 是 sin2xfot, 于 是 结论 


得 证 . 
5.4. 2 实 离散 信号 的 希 尔 伯 特 变换 


设 有 实 连续 信号 x(t), 当 其 有 截止 频率 了 ,抽样 间隔 了 满足 关系 
式 击 之 ,经 抽样 得 离散 信号 序列 记 为 z(n7), 为 了 求 得 znT) 的 希 


尔 伯 特 变换 z(z7) ,可 通过 对 *(z7) 进 行 滤波 来 实现 . 若 已 知 连续 信和 号 


滤波 器 频谱 为 (5-110) 式 , 则 离散 滤波 器 频谱 为 


HA(f) = H,(f) - 疝 <f< 访 
即 离散 希 尔 伯 特 滤波 频谱 为 | 
Hf) 一 < 三 
i 当 一 疗 委 f<<0 时 
于 是 , 希 尔 伯 特 滤波 因子 h(n7) 为 


hnT) =7 | ,HC emia 
-27 


1 
.mm [车 ， 9 , 
二 一 证 hk exmfdf 十 证 | a 


(5-114) 


(5-115) 
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| 当 s 二 外 时 
h(nT) 一 42 1 1 一 
元 《天 二 1 xk— 1/2) 当 * 一 中 一 1 时 


Ck = 0， 十 1， 十 2...) | 《5-116) 


0 


Hf) 一 >) hnT Ye sms 一 . > 和 (2 加 IT Ye dos 


gr on kor 一 oo 


CP 十 om 1 


一 一 一 e 


一 1 了 


i 。 当 一 疡 过 f<0 时 
由 于 z(x7) 为 实 离散 信号 ,h(x7T) 为 离散 希 尔 伯 特 滤波 因子 ,于 是 ,有 
znT) 一 ACay) #7) = DY ACTT)zL — rT) 


fon 


= 之 2 EC 2 + DT) (5-117) 


则 z(n7) 称 为 (nT) 本 商人 须 尔 伯 特 变换 又 
hnT) < znT) 一 有 CN) 4 ACRT) # ZCaP) 
| 一 一 07) zaT) = — zaT) 


所 以 ,离散 信号 的 希 尔 伯 特 道 变换 公式 为 
z(ay) =— h(aT) # z(nT) 


一 298 一 


= 3 2 十 1)7) (5-118) 
通常 将 (5-117) 和 (5- 一直 .入 
z(a2) = 二 3 元 二 元 一 Cn 一 站 十 1)77 


z(a7) 一 一 之 Sa ei I (C28+1)7) (5-119) 


其 中 CaT) 和 zx7) 分 别 为 一 和 复 序列 的 实 部 和 和 部 , 印 关 设 和 和 
为 gx7) 时 , 则 
9 (nT) = zaT) + iz(nt) 
9 (za7) 称 为 复 信 号 ,由 (5-119) 式 可 知 ,已 知 zCe7) 可 唯一 确定 zCn7)， 
有 了 x(n7) 和 zln7), 则 复 信和 号 g(n7) 也 就 确定 出 来 了 . 
在 希 尔 伯 特 变换 的 讨论 中 ,信号 序列 具有 因果 性 质 是 一 一 个 重要 
条 件 . 所 谓 序 列 hn) 是 因果 序列 , 则 有 
hz) 二 0 当 s 二 0 时 (5-120) 
可 以 验证 ,因果 序列 完全 由 其 偶 部 确定 ,因为 ,任何 一 个 序列 z(x) 部 
可 以 表示 为 侦 序 列 zu (0 和 柯 序 列 ziCa) 之 和 , 即 
xz) 一 zn) 十 zz- m= 1,2.) 
并 且 


za) = 地 [2(%) 十 z(—)] (5-121) 


Tmr (1) -十 [ze 一 2( 一 1)] (5-122) 


有 了 因果 性 概念 和 公式 (5-121)、(5-122) 二 式 就 可 以 建立 一 个 
函数 序列 的 盘 部 和 奇 部 的 关系 ,或 者 说 建立 起 它 的 变换 的 实 部 和 虚 
”部 之 间 的 关系 ， 

设 z(n) 是 因果 序列 , 则 有 , 当 n<0 时 z04)=0; 当 n>0 时， 
+ 一 ) 二 0, 因 此 ,除了 n=0 处 之 外 z(z) 和 z( 一 轨 的 非特 部 分 之 间 没 
有 重 选 .如 对 序列 
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2z-(a) ， 当 m>>0 时 
z(R) = | ” 当 m 一 0 时 (5-123) 
0 当 s 之 0 时 
和 序列 
272m_ 1(%) 当 n 汪 0 时 
z(R) 一 | 十 z(0)6(n) 当 w= 二 0 时 (5-124) 
0 当 w 过 0 时 
而 言 , 我 们 令 
2 当 s>>0 时 
u" (n) | 当 n 二 0 时 (5-125) 
0 当 n 二 0 时 
则 可 将 因果 序列 (5-123) 和 (5-124) 分 别 写成 
z(a) 一 zm (na)u" (n) (5-126) 
和 . 
TR) 一 Tomi CR)u' (1) 十 zC0)6Ca) (5-127) 


从 (5-126) 和 《5-127) 式 可 以 看 到 ,z(x) 完 全 可 以 从 zu (x) 恢复 出 来 ， 
只 有 #0 时 ,才能 从 zs :0 恢复 zn). 

有 了 上 述 结论 ， 若 已 知 因果 序列 z(n) 的 全 氏 变 换 的 实 部 或 虚 部 
及 z(0) ,就 完全 知道 了 它 的 傅 氏 变换 . 

设 因果 序列 zx) 的 谱 的 实 部 和 虚 部 分 别 记 为 XCe*) 和 Xi1《e”)， 
则 其 健 氏 变换 X(e*) 的 希 尔 位 特 变换 公式 是 


， 了 ， 人 一 
Xi(er ) = 。 P| Xo)ete( "3 


Ya (5-128) 


XCe™) =z(0) 一 二 7 。 a Xi(e 129) 
EL 一 时 
式 中 V.。P 是 表示 柯 西 主 值 的 符号 , 即 
pp 《em 一 元 lim | | _ (er)ctglo 可 » a0 
+| Xerosce “a0) (5-130) 


(5-128) 至 (5-130) 诸 式 推 导 较 繁 索 ,此 处 从 略 . 
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5.4.3 和 变换 谱 的 着 尔 伯 特 变换 


为 了 应 用 上 的 方便 ,有 时 用 到 之 变换 谱 的 希 尔 伯 特 变换 . 也 就 
是 因果 序列 z(w) 若 取 对 数 记 为 (x) 也 是 稳定 的 因果 实 序列 ;z(x) 的 
和 变换 谱 误 (z) 在 单位 圈 外 处 处 解析 ;X(z)7 在 单位 图 外 无 极点 和 尘 
点 ;argLXle*)] 是 w 的 连续 的 订 函 数 , 则 对 数 振幅 log |X(e”)1 和 相位 
arg[X(Ce”)] 满 足 关 系 式 


lex =200) 一 去 | -ar[Xo)]jee| 03) 
(5-131) 
， 1 fr* ， 0 一 W 
ars[X(e")]= 充 | LoglXceolee| 3) C5-132) 
亦 即 ,序列 *(*) 满 足 上 述 那 些 条 件 时 ,其 对 数 振幅 和 相位 满足 (5- 
131) 和 (5-132) 二 式 的 希 尔 伯 符 变换 . 


当 取 zxz(n) 的 儿 变换 X(z) ,并 且 用 振幅 与 相位 表示 为 
XCz) = |XCz) eax(C9] 


取 对 数 得 
XR(z) = log[X(z)] 一 log1X(z)| + iarg[X(2)] (5-133) 
将 log1XCe*) | 和 arge[X(e*)] 代 入 (5-128) 和 (5-129) 式 便 得 (5-131) 
和 (5-132) 式 . . . 

对 于 已 知 的 log1XCe*)1, 由 (5-132) 可 完全 确定 arg[XCes)]; 对 
”于 已 知 的 areLX(e*)], 从 (5-131) 式 得 到 log|X(e”)|=z(0) 十 a, 或 者 
是 |X(e")[ 一 ee 其 中 为 任意 常数 

在 数字 信和 号 处 理 中 , 希 尔 伯 特 变换 (5-131) 和 (5-132) 式 ,常常 被 
称 为 最 小 相位 条 件 . 以 后 我 们 将 用 最 小 相位 系统 这 个 术语 ,来 表示 其 
频率 响应 是 最 小 相位 的 系统 . 即 其 对 数 振幅 和 相位 是 希 尔 伯 特 变换 
对 . 类 似 地 ,还 可 以 得 出 一 个 最 小 相位 序列 ,其 和 变换 也 是 最 小 相位 
的 结论 ,此 处 都 不 装 述 . 


5.4.4 周期 序列 傅 氏 谱 的 希 尔 伯 特 变换 


对 于 以 叉 为 周期 的 周期 序列 zCx) (为 方便 计 , 不 妨 设 W 为 侦 
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数 ), 其 因果 条 件 为 , 当 六 <*<N 时 ,zz) 一 0, 根 据 局 期 性 ,在 一 < 
na<0 内 ,也 有 z(n) 王 0, 因 为 zx(a) 在 每 个 周期 内 的 后 半 个 周期 内 为 
零 , 所 以 ,z( 一 在 每 个 周期 的 前 半 个 周期 内 为 零 . 故 , 除 去 * 一 0,a= 


次 两 点 外 ,x(n) 与 (一 ") 间 无 重 选 部 分 . 于 是 得 到 - 


2z2n(#) 当 *= 1,2,…,( 字 一 1) 时 
za) = dz Cn) 当 # 二 0, 字 时 (5-134) 
NM 
0 当 s 一 他 十 1,…,N 一 1 时 
及 
; N 
2z2m .1 (2) 当 = 一 12， (3 一 1) 时 
za) = 1z(0)600 十 z)6g0 一 他) 当 a 一 0, 立时 
0 当 一 (他 十 De 一 1 时 
(5-135) 
车 我 们 定义 周期 落 数 | 
1 当 #n 二 0, 广 时 


wD) =42 当 #r= 1 2 一 1) 时 (5-136) 


， 0 当 # = (卫士 DAN 一 工时 
则 (5-134)、(5-135) 可 分 别 改 写 为 
~ FR) =r (Rux CR) (5-137) 
Tn) rm (Ruy (Cn) 十 z(0)6Cn7 
+z()a 一 六 (5-138) 


从 (5-137) 式 可 看 到 xz(x) 可 由 zw (n) 得 到 铭 复 ,此 外 ,zss-1(4) 在 4 二 0 
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和 一 处 恒 为 零 , 所 以 ,z() 在 除去 s 关 0 与 * 天 学 两 点 外 也 可 以 由 


= _:(a) 得 到 恢复 .于 是 我 们 就 可 以 推出 周期 序列 高 散 传 氏 谱 的 希 尔 一 
伯 特 变换 为 ， 


Xk) = FD 一 m) 十 z(0) 十 z( 郴 六 )( 一 1 


N ” - 当 上 =0 时 . 
其 中 bw Ck) 二 4 一 2ictg 《和 h) 当 “ 为 奇数 时 
0 当 # 为 偶数 时 
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第 六 章 5 函数 在 振动 理论 中 的 应 用 


所 谓 振 动 , 就 是 在 物体 运动 过 程 中 表示 运动 特征 的 某 些 物理 
量 , 时 而 增 大 ,时 而 减 小 地 反复 变化 的 一 种 运动 . 而 振动 理论 则 是 用 
统一 的 观点 , 来 研究 各 种 物质 运动 形式 中 的 振动 现象 . 现代 工程 的 
一 个 重要 组 成 部 分 , 就 是 分 析 和 预测 某 物理 系统 的 动力 性 态 ( 即 物 
体 在 外 力作 用 下 的 运动 性 质 和 状态 ). 无 论 是 线性 振动 . 非 线性 振动 ， 
还 是 随机 振动 ，4- 函 数 在 其 中 都 有 着 重要 的 应 用 . 主要 表现 在 以 下 
三 方面 ， 
” (1D 用 5 函数 表示 系统 所 受 的 力 ， 

《2) 在 一 定 条 件 下 ， 把 持续 力 表 示 为 无 穷 多 个 瞬时 力 的 选 加 ; 

〈3)4- 范 数 的 性 质 的 运用 . 

在 这 一 章 里 , 我们 将 会 看 到 -函数 在 表示 力 的 情况 时 , 方法 巧 
妙 , 新 颖 别致 , 在 有 关 振 动 理论 的 推导 中 , 由 于 4- 函 数 的 性 质 的 运 
用 ,就 可 以 把 问题 化 难为 易 ， 把 方法 化 繁 为 简 . 这 种 特殊 的 作用 是 
任何 别 的 数学 工具 所 无 法 比拟 的 ， 

读者 应 该 注意 到 ,本章 不 是 系统 地 介绍 振动 理论 本 身 , 而 仅仅 
是 介绍 5 消 数 在 振动 理论 中 的 某 些 应 用 . 所 以 , 尽管 是 非常 重要 的 
振动 理论 内 容 , 若 与 5 函数 关系 不 大 , 我 们 也 不 去 讨论 了 ， 


3 6.1 线性 系统 


前 一 章 , 为 了 讨论 数字 信号 处 理 的 需要 ,不 得 不 简单 地 介绍 了 
线性 系统 的 几 个 概念 , 但 是 ,在 研究 振动 理论 时 , 线性 系统 的 理论 ， 
仍然 是 讨论 问题 的 出 发 点 , 因此 ,这 里 还 要 深入 地 讨论 线性 系统 . 

线性 系统 有 连续 的 和 离散 的 区 别 , 这 里 以 讨论 连续 的 线性 系统 
为 主 . | 
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所 以 要 首先 讨论 线性 系统 ， 那 是 因为 ， 

(1) 振 动 理论 本 身 就 有 线性 振动 与 非 线性 振动 之 分 ,所谓 线 性 
振动 , 也 就 是 一 个 线性 系统 的 振动 问题 ”. 

(2) 绝 大 多 数 工程 技术 里 的 握 动 问题 ,都 可 以 归结 为 一 个 线性 系 
统 的 振动 问题 ， 

(3) 线 性 系统 已 有 较为 成 熟 (或 者 说 是 标准 的 ) 求 解 方法 . 

所 谓 系 统 , 既 可 以 是 一 个 结构 或 机 器 ， 也 可 以 是 一 座 大 楼 ,或 
者 是 小 小 的 电路 . 无论 是 什么 系统 , 总 有 一 些 输入 记 为 mn(b，z(b， 
…'， 2 构成 系统 的 激励 ,并 相应 有 一 些 输出 如 (0 ， 有 CD，…， 和 CD) 
构成 系统 的 响应 (激励 与 响应 的 意义 恕 第 五 章 里 所 述 ). 其 中 z(t) 和 
h() 可 以 是 力 、 位 移 、 速 度 、 加 速度 ,电压 和 电流 等 , 或 者 是 这 些 景 的 
组 合 . ， . 

线性 系统 用 数学 语言 来 表示 , 它 就 是 一 个 线性 方程 . 并 且 , 这 
种 线性 方程 可 以 是 一 个 线性 的 代数 方程 ,线性 差分 方程 , 也 可 以 症 
线性 微分 方程 . 一 般 地 表示 离散 线性 系统 多 用 线性 差分 方程 ; 连续 
线性 系统 多 数 归结 为 如 下 微分 方程 ， | 


dh, dr th dh 
和 十 ml tt 


= { 作 天 十 5 2 i 1 -十 十 bor] 


。 人 
1 + [= 宇 十 cs- 二 十 … + em]+ 

人] (6-1) 
其 中 心 (01 sn), bj= 0 sb) ell=0,1 ,sm) ,d= 
0,1,2,…,s) 可 以 是 时 间 t 的 函数 ,也 可 以 是 不 依赖 于 的 常数 ， 这 - 
时 (6-1) 式 称 为 常 系数 线性 微分 方程 .CO ，za(0 分 别称 为 响应 和 激 
励 , 它 说 明 哆 应 4(O) 是 由 激励 mn (0，za(0，…，z(0 引 起 的 . 也 就 是 

说 微分 方程 (6-1) 的 解 , 便 是 线性 系统 的 网 应 . 
线性 系统 有 符合 迭 加 原理 之 特性 ， 即 若干 个 激励 函数 失 加 后 产 
生 的 总 的 响应 ， 是 各 个 激 勋 函数 单独 产生 的 响应 的 选 加 (这 一 点 后 
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面 还 要 详细 讨论 和 应 用 ); 因此 , 一 个 系统 是 线性 的 必要 条 件 是 它 
符合 选 加 原理 , 若 判定 一 个 系统 既是 线性 的 又 是 时 不 变 的 ， 除 了 判 
别 它 是 否 符合 送 加 原理 外 , 还 要 判别 输入 发 生 延 迟 ,看 输出 是 否 发 
生 同 样 延迟 ; 或 者 输入 一 个 调和 信号 ( 即 调和 函数 )， 春 输出 是 否 有 
其 它 的 频率 成 分 , 如果 有 ， 就 说 明 系统 是 非 线 性 时 不 变 系统 ,这 是 
因为 ， 对 一 个 线性 时 不 变 系统 输入 一 个 调和 信和 号， 则 输出 一 定 是 由 
同一 频率 的 调和 信和 号 所 组 成 的 (这 一 性 质 称 为 线性 系统 的 频率 保 真 
性 ); 或 者 输入 倍增 时 , 看 输出 是 否 也 倍增 , 如果 不 是 倍增 , 则 系统 
. 也 不 是 线性 时 不 变 系统 . 
为 了 确定 输入 与 输出 之 间 的 关系 ， 我 们 给 出 如 下 三 种 线性 系统 
的 求解 方法 , 即 : 经 典 解法 .脉冲 响应 法 和 频率 响应 法 . 


6. 1. 1 “线性 方程 的 经 典 解法 
为 了 直观 , 我 们 把 线性 方程 的 类 型 及 典型 求解 方法 以 图 示 如 
下 ， 


变 系数 微分 方程 
常 系数 微分 方程 (一 般 的 有 经 典 解法 ) 
高 阶 代数 方程 (数值 解法 ) 


线性 微分 方程 


拉 氏 变换 解法 直接 解法 
| 矩阵 解法 
阶 多 元 代数 方程 流 图 解法 
| 拓扑 解法 
线性 差分 方程 系数 差分 方程 


变 系数 差分 方程 


由 该 图 可 知 , 线性 微分 方程 和 差分 方程 往往 通过 拉 氏 变换 和 宅 
变换 的 方法 , 将 其 转化 为 线性 代数 方程 求解 ,而 代数 方程 的 解法 一 
般 较 为 容易 ,因此 ， 本 书 不 去 涉及 ,关于 拉 氏 变换 和 宅 变换 法 ;已 
分 别 于 第 三 章 和 第 五 章 讨论 过 了 , 这 里 也 不 重复 . 

”线性 微分 方程 的 经 典 解 法 , 除了 拉 氏 变换 解法 外 , 还 有 许多 典 
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型 解法 ， 如 一 阶 线性 微分 方程 的 公式 法 ， 即 对 微分 方程 
2 十 2(z)y = Q(x) 
有 其 解 的 公式 为 . 
y= eT ( ec ras 十 c] (6-2) 


高 于 一 阶 的 线性 微分 方程 ,其 通 解 公式 是 所 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 
与 一 个 非 齐 次 方程 的 特 解 之 和 ， 即 对 于 微分 方程 

3 十 pez)y 5 十 pz)g 2 十 十 hs)y = Q(x) (6-3) 
设 六 为 方 和 


go 十 PCz)geD 十 … 十 zz) 一 0 (6-4) 
的 通 解 , 设 y 为 (6-3) 式 的 一 个 特 解 , 则 C6-3) 式 的 道 解 为 ; 
yy 三 四 十 《6-5) 


并 且 , 求 y, 还 有 待定 系数 法 , 视 常数 为 变数 法 等 有 效 方法 , 不 仅 如 
此 » Yi1\.Y2 还 有 明显 的 物理 意义 ， 即 多 称 为 余 函 数 ， 宅 表示 系统 的 暂 
态 响应 ,而 且 完 全 决定 于 系统 本 身 元 件 的 类 型 . 量 值 .排列 方法 等 ; 
8 称 为 特 积分 ， 它 表示 系统 的 稳 态 响应 。 它 不 仅 与 系统 本 身 有 关 ， 
而 且 也 与 激励 有 关 . 

特别 是 ， 阶 齐 次 线性 微分 方程 所 表示 的 振动 现象 叫做 自由 振 
动 , 如 果 不 计 阻力 , 它 是 一 个 简 谐振 动 方程 . 车 系统 还 受 有 外 力 的 
作用 , 这 里 便 得 到 (6-3) 式 的 * 舱 非 齐 次 线性 微分 方程 , 它 所 表示 的 
振动 现象 叫做 强迫 振动 . 我 们 知道 ， 研 究 在 给 定 的 激励 作用 下 系统 
的 性 态 ， 是 由 这 些 激励 所 产生 的 运动 来 表示 ， 通 常 称 为 该 系统 的 响 
应 . 如 果 激 励 表 现 为 初始 位 移 或 初始 速度 时 , 求 系统 的 响应 . 这 时 ， 
在 数学 上 表示 为 线性 齐 次 微分 方程 ,在 物理 上 叫做 自由 振动 ; 同 
样 ， 求 激励 表现 为 外 部 作用 力 的 响应 ,数学 上 表现 为 非 齐 次 线性 微 
分 方程 , 物理 上 叫做 强迫 振动 . 

上 述 内 容 ， 在 高 等 数学 的 微分 方程 里 ， 以 及 普通 物理 中 都 有 论 
述 , 这 里 就 不 详细 讨论 了 ， 

总 之 ， 般 的 线性 系统 都 可 以 归结 为 线性 条 分 方程 问题 符 别 
是 经 常 遇 到 的 是 
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二 pz + gr)y = 了 (z) (6-6) 
的 初 值 问题 ,或 者 是 偏 微分 方程 . 


Ee = ad4u + f(z,y,2,t) (6-7) 


的 边 值 问题 (或 初 值 问 题 及 混合 问题 ). 这 就 是 一 个 线性 系统 的 基本 
特征 , 并 且 (6-6) 式 的 上 述 解 法 也 在 各 工程 技术 中 被 广泛 地 应 用 . 
(6-7) 式 也 有 所 谓 分 离 变量 法 ,积分 变换 法 .格林 函数 法 等 典型 解法 ， 
被 广泛 地 使 用 . 这 些 经 典 解法 虽说 不 是 万 能 的 , 但 是 , 一 般 的 工程 
技术 问题 大 多 数 都 能 得 到 解决 (下 一 节 里 ， 我 们 将 给 出 一 些 具 体 的 
例子 ). 


6. 1. 2 脉冲 响应 法 


所 谓 脉 串 响应 法 ， 吉 是 测 征 系统 经 适当 扰动 后 的 骨 态 响应 ， 并 
由 此 来 确定 系统 动态 特性 的 一 种 方法 . 
输入 为 脉冲 函数 5() 时 的 输出 4(2) 称 为 脉冲 响应 . 同时 ,把脉 
冲 响 应 4(O) 的 傅 氏 变换 (fF) 称 为 传递 函数 ， 即 
HP=| hoc (6-8) 


其 中 ,f 为 频率 . 
在 线性 系统 的 讨论 中 , 积分 变换 里 的 初 积 定理 起 着 相当 重要 的 
作用 ,也 就 是 输入 信号 f(4) 与 输出 信号 9(2) 满 足 如 下 关系 式 
g(t) = 了 (0 # h(t) (6-9) 
这 说 明 输 出 信号 等 于 输入 信号 与 脉冲 响应 的 裙 积 . 由 传 氏 变换 理论 
可 知 , 若 设 


F(f) -| f(De-ma (6-10) 

00) =| Toc)e- wa (6-11) 
则 有 . 

G(f) = F(FIH(F) (6-12) 


并 且 ，(6-9) 式 和 (6-12) 式 中 , 任意 知道 一 个 即 可 求 出 另 一 个 . 
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〈6-9) 式 的 证 明 是 不 难 的 ， 只 要 将 一 个 持续 时 间 有 限 的 连续 函 
数 ， 等 效 地 看 成 一 系列 紧密 排列 的 有 适当 强度 的 人 函数 即 可 . 事实 
上 ， 在 系统 上 的 一 脉冲 序列 就 是 在 某 个 时 刻 4 的 鳞 冲 强度 为 (6)， 
若 单位 时 间 内 的 脉冲 数 泡 限 增加 ， 则 输入 就 赵 于 7(0). 由 于 系统 是 


线性 时 不 变 的 ， 所 以 ， 相 应 输入 27(4)6(4t 一 人 的 输出 ， 就 是 


DR 当 脉 冲 数目 无 限 增多 , 而 脉冲 间隔 趋 于 等 的 极限 ， 
则 yco 的 求 和 就 变 成 了 对 8(D 的 积分 即 ， 相 应 于 输入 
| 六 f(D3(t 一 4 和 ;的 输出 为 | fCGDhC 一 4)44. 由 半 函 数 的 运 
算 性 质 , 可知 
| fe) ~ tye = ro 
而 
{fen — wa = ro NO 


所 以 , 得 到 相应 于 输入 了 (DD) 的 输出 便 是 fC * 4(0). 用 g(t) 表示 fC0) 
的 输出 ,， 则 (6-9) 式 得 证 .再 由 福 积 定理 可 知 ，(6- 12) 式 亦 成 立 ， 

传递 函数 (6-8) 式 ， 只 是 表达 了 系统 本 身 的 特性 ， 而 与 激励 及 系 
统 的 初始 状态 无 关 . 特别 是 它 不 表明 系统 的 物理 性 质 . 许多 性 质 不 周 ， 
的 物理 系统 ， 可 以 有 相同 的 传递 函数 . 而 传递 函数 不 相同 的 物理 系 
统 ， 即 使 是 系统 的 激励 相同 ,其 响应 也 未 必 相 同 . 因此 ， 对 传递 函数 
的 分 析 和 研究 就 能 统一 处 理 各 种 物理 性 质 不 同 的 线性 系统 . 如 (6_9) 
式 告诉 我 们 , 无 论 是 力学 的 、 电 学 的 , 还 是 其 它 科技 领域 内 的 结构 
系统 ， 只 要 是 线性 时 不 变 的 系统 , 则 一 旦 知道 了 系统 的 脉 串 响 应 ， 
对 任意 的 输入 ， 都 可 用 该 输入 与 系统 的 驴 冲 响应 之 裙 积 算出 其 输出 
来 . 也 就 是 如 果 我 们 自 终止 扰动 的 瞬时 起 ， 直到 系统 重新 恢复 静 平 
衡 为 止 的 整个 过 程 中 , 测 出 系统 的 瞬 态 响应 (< 即 脉 串 史 应 ), 就 能 由 
此 确定 出 系统 的 动态 特性 . 
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6.1.3 频率 响应 法 


所 谓 频率 响应 法 , 就 是 输入 一 个 简 谐 信号 ,或 者 是 阶 路 信号 ， 
通过 对 在 一 系列 间距 很 小 的 频率 上 进行 测试 ,那么 ,系统 的 动态 特 
性 也 就 完全 确定 了 . 

在 6.1.2 中 , 可 以 看 到 , 求 得 某 系统 的 脉冲 响应 是 重要 的 , 但 
是 , 求 脉冲 响应 法 ， 一 种 是 如 在 6.1. 2 里 所 述 ， 即 对 系统 施加 一 个 
尽 可 能 逗 真 的 脉冲 输入 , 然后 测量 其 响应 . 然而 , 这 种 方法 在 实际 
上 未 必 可 行 .于 是 ,还 可 采用 另 一 种 方法 一 一 频率 响应 法 

以 下 就 简 谐 输入 和 阶 路 输入 的 两 种 情况 ;分别 进 行 讨论 . 

如 下 三 个 式 子 , 都 指出 了 相应 于 简 谐 输入 的 输出 * 


RCetyo] = 用 (few (6-13) 
F[cosfot) = A(fo)cos(fot + fo)) (6-14) 
Flsinfot) = A(Cfo)sin (fot + yp(fo)) (6-15) 
其 中 4(f) 和 pf) 是 实数 量 ,它们 和 万 (J) 的 关系 是 
H(f) = A(f)er (6-16) 


即 4(f) 为 振幅 谱 ,， pCf) 为 相位 谱 . 

因为 , 在 (6-13) 式 中 , 设 f(4) =e*', 再 根据 (6-12) 式 ， 有 

Gf) = 2xH(f)6(F — fo) (6-17) 

其 中 GCF) 为 (6-13) 式 中 输出 g(0) 的 谱 . 取 (6-17) 式 的 仿 氏 逆 变 换 ， 
便 得 出 oC). 再 由 傅 氏 变换 理论 , 不 难 推 得 (6-13) 式 . (6-14)、(6-15) 
二 式 又 分 别 是 (6-13) 式 的 实 部 和 虚 部 . 因此 , 车 对 系统 加 上 不 同 频 
率 的 正弦 或 余 吾 函数 ,并 从 输出 的 振 申 增益 和 和 位 补偿 的 测量 中 得 
到 4(f) 和 gp(f), 表 由 (6-16) 式 可 直接 算出 #(F). 并 将 及 (Ff) 代入 (6- 
8) 式 ,然后 取 其 逆 变 换 ， 即 可 求 得 简 谐 输入 相应 的 脉冲 响应 46)- 

现在 考虑 输入 粉 跃 函数 


* 若 输入 函数 还 具有 “因果 性 "时 ,， 即 当 !<0 时, 70 = 0， 则 也 可 以 应 用 拉 氏 变换 ， 
都 不 影响 整个 的 讨论 . 
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) = (1 当 #>>0 时 : 
"0 -1 当 : < 0 时 
时 , 脉冲 响应 的 求法 . 
我 们 把 输入 阶 跃 函数 的 输出 5(2), 称 为 阶 路 响应 . 着 5(2) 的 侍 氏 


变换 记 为 BCf) 时 , 则 有 


BOF) =| sce-ma (6-18) 
下 面 来 分 析 500) 与 BC(F) 和 8(0) 与 Cf) 之 间 的 关系 . 
根据 (6-9) 式 ， 有 
bt) 一 wD # h(t) =- 站 ed - ~ hd 
-| ha (6-19) 
于 是 ,得 
ht) = F601) (6-20) 


也 就 是 说 ， 阶 跃 响应 的 微 高 丛 是 脉冲 响应 . 回 亿 第 三 章 里 讨论 的 价 
钱 函 数 的 微 商 恰 是 5- 函 数 的 结论 , 则 不 难 理解 (6-20) 式 . 由 初 积 定 
理 及 阶 路 函数 的 傅 氏 变换 (3-36) 式 ， 知 


Bf) 一 一 万 (让 Bf) = PCJ)Cna(C7P) + #) 


=XAH(0)6tf) 一 一 (6-21) 


于 是 ， 有 
H(F) = ifB(F) (6-22) 

其 中 (6-21) 式 里 , 已 假定 在 f=0 处 不 包括 6- 函数 .因为 这 样 一 个 6 
函数 将 对 应 一 个 随 闭 时 间 一 直 继 续 下 去 的 阶 跃 响应 b04). 所 以 ， 这 
种 假定 在 物理 上 是 妥当 的 . 如 果 不 考虑 奇 点 的 情况 下 ， 根据 傅 氏 变 
换 的 性 质 3. 3( 即 (3-16) 式 ) 也 可 直接 得 到 (6-22) 式 . 

以 下 举 几 个 例子 ,来 具体 地 说 明 上 述 方法 . 

例 6.1 对 两 端 LRC 回路 , 只 考 虚 电容器, 这 时 以 电流 1(4) 为 
输入 ,电压 了 (9 为 输出 . 我 们 可 以 通过 求 脉冲 响应 Ai 和 传递 函数 

— $11 一 


(7) 来 找 出 电流 和 电压 之 间 的 关系 . 

脉冲 电流 7(9) 一 4(0， 相 当 于 在 电容 上 突然 加 上 单位 电荷 . 由 于 
电容 2 的 定义 是 电荷 与 电压 之 比 , 所 以 ， 这 就 相当 于 在 电容 器 上 突 
然 出 现 一 个 电压 1/C，, 因而 得 脉冲 响应 为 


io- 当 t 之 0 时 


0 当 t 之 0 时 
它 的 傅 氏 变换 即 为 传递 函数 (fF)， 由 (4 36) 式 可 得 


H(F) =56(7) 一 


=6(f) 十 be 村 


再 由 (6-9) 和 (6-12) 式 ， 便 可 从 任何 7(O0 去 计算 了 (0 了 . 为 了 保证 在 
!<0 时 有 AGO 一 0. 所 以 在 厅 (f) 的 表达 式 中 必须 有 5 函数 ,否则 ,就 
相当 于 在 整个 时 间 过 程 中 于 输出 端 加 上 一 个 负电 压 了 . 

” 例 6.2 我 们 来 考虑 二 端 CRC 回路 的 电感 5, 这 时 输入 电流 为 
1(), 输出 电压 为 VC) ,比例 题 6. 1 要 绕 点 夸 子 ,因为 脉冲 电流 会 使 
电压 产生 一 个 奇 点 ,从 而 使 人 不 易 理 解 . 我 们 换 成 阶 路 输入 ， 即 
0 当 上 < 0 时 
1 当 1 汪 0 时 
根据 电感 的 定义 , 支配 电感 的 公式 为 


dl 
(1 一 也 二 
F(O 一 工 1 


于 是 , 对 于 1() 所 给 出 的 阶 跃 输 入 ,其 电压 响应 为 
b(t) = 76(CL) | 


1(D) 一 


对 该 式 作 传 氏 变换 ,得 


BCf) 一 也 
又 由 (6-22) 式 可 得 传递 函数 为 
H(f) = ifL 


可 见 只 要 知道 电感 5, 可 求 出 传递 函数 ， 然后 根据 (6- 9) 和 《6-12) 
式 , 便 可 从 任何 电流 1 算出 电压 VO) 来 ， 
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于 6.2 用 上 函数 表示 系统 所 受 的 


在 许多 科学 技术 中 , 运用 #- 函 数 来 表示 系统 所 受 的 力 , 既 方 
便 , 又 有 利于 求解 . 特别 是 在 振动 理论 中 , 尤其 是 如 此 . 如 当 二 4 
时 ， 系 统 受 一 个 脉冲 力 ， 其 强度 是 P, 这 时 ,人 们 常常 用 Mk 一 妇 来 
力 均 为 0. 这 种 表示 法 很 有 运用 价值， 下 面 几 个 例子 充分 说 明了 这 一 
点 . 
例 6.3 设 有 一 重量 为 W 的 物体 ， 悬 挂 在 弹性 系数 为 天 的 弹簧 
上 ， 并 处 于 静止 状态 ， 在 /=0 时 , 开始 受 一 力 的 作用 , 求 物体 运 - 
动 的 规律 . 
解 ”不 难看 到 , 当 y 是 任 一 一 有 时 时 划 ， 物体 到 静 平 衡 位 置 的 距 
离 时 , 则 物体 运动 之 规律 ， 可 表示 为 如 下 的 徽 分 方程 
Wa 
9 


其 中 4() 是 单位 阶 路 函数 (Fu(t) 是 表示 当 i 过 0 时 ， 外 力 为 0). 这 个 
二 阶 常 系数 微分 方程 ， 用 拉 氏 变换 法 是 容易 求 得 其 解 的 . 如 果 在 /= 
0 时 ， 该 系统 受 一 个 脉冲 力 fF6(WD) 时 , 则 所 给 方程 变 为 


dy _ 196(1) 
WY 


2 y+ ky = Fu(t) 


下 取道 变换 , 有 


从 这 一 结果 可 知 ， 物体 受 入 冲力 后 作 频率 为 o/2r 的 谐振 动 
例 6.4 设 有 均匀 羔 软 的 弦 线 , 在 菜 一 点 处 受到 一 一 个 站 量 而 产 
生 自 由 振动 , 求 振动 的 规律 . 
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解 〈1) 若 弦 是 无 限 长 的 . 位 置 函数 设 为 xz,5， 在 点 z 一 ze 处 
受到 初始 冲击 ， 其 强度 为 /， 因 为 这 个 冲 量 是 “瞬时 ”出 现 的 ， 所 以 ， 
这 个 冲 量 可 表示 为 1 (szo) ds. 其 中 4z 为 任意 小 的 一 段 由 动量 原 
理 知 

= (uo 一 0) = 16(z ~— #0) hx 
所 以 , 当 0 有 初始 速度 为 . 
$2) = | ,= 一 6 一 zo)》- 
于 是 ， 这 个 定 解 问题 可 写 为 
Ee (~ or<t+o,r=l/p t>0 


A = 0， us | t=0 一 AE 一 20) 
这 个 定 解 问题 ,由 达 朗 贝尔 公式 ， 可 得 其 形式 解 为 . 
wz) = 训 | wa | 
又 由 


1 ” 7 “ 了 本 - ， 
二 | | 5 — oe 


及 5 函数 的 性 质 1. 9 


| 人 
若 设 
0(z) = i 当 z < 之 0 时 
1 当 z>>0 时 
则 
| dt 一 zo)deé 一 0(z > z0) 
从 而 得 原 定 解 问题 的 解 为 


| ulz,t) 一 区 co + at 一 0) - 一 _ Q(z —af— E>] 


(2) 着 台 是 半 无 限 长 这 时 ， 坐标 原点 选 在 络 的 始点 上 ， 。 轴 与 
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弦 重 合 ,， 并 设 弦 没 * 轴 的 正方 向 上 所 受 的 张力 为 7， 位 移 函 数 为 
ylz,t), 并 且 ， 初始 条 件 设 为 v| -一 f(z) uk| -一 %(z)， 于 是 ， 可 
知 ， 弦 的 横 振 动 规律 是 如 下 定 解 问题 
二 -号 GO i> 0) 
zj 一 7(z)， | imo = pz) 
的 解 . 显然 ,这 是 一 个 初 值 问题 ,其 解 为 - 
"DU +t D+ 2 
《3) 若 弦 为 有 限 长 的 自由 振动 . 设 纺 的 初始 位 置 和 z 轴 重 合 , 并 
且 , 两 个 端点 分 别 为 z=0 和 z=1， 位 移 话 数 为 u(z,1), 初始 条 件 为 
u| m0 =g(r), wu |eo=y(s). 这 时 ， 可 知 ， 其 振动 方程 为 
荣 =“ 将 (> 0,0&z&L, 一) 
zl, -一 0，u|l, -一 0 
_ u| m0 = yw(z)， wu- 一 %(z) (Oz 
这 是 齐 次 方程 的 混合 问题 , 其 解 为 。 
xzit0 一 2) (人 | ‘pS)sin ea) eo Tat 
去 | | ,sin | sin a jan (6-24) 
《4 者 弦 为 有 限 长 的 强迫 振动 . 我 们 知道 ， 弦 线 的 受 迫 振动 与 自 
由 振动 ， 只 是 在 泛 定 方程 中 差 一 个 外 力作 用 项 ， 即 设 统 线 于 * 一 ”点 
处 受到 一 个 集中 力 0(z,0) == 人 5(s 一 b) 的 作用 ,其 它 如 (3) 申 所 家， 


这 个 弦 的 振动 规律 便 是 定 解 问题 


F FO) ._. 7 
入 一) (>0,0&rSb eo) 


十 


u|:-o= 0, w|i=0 1 
le= oz， w|ice = Ys) (0&zr<l) . 
在 解 这 个 定 解 问题 时 ， 与 (3) 的 解法 相 类 似 ， 只 是 多 出 一 项 ， 记 为 
0,(n,t)， 即 . 
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000 一 人 bein (sg) = nF) 
uz,l) = 加 > yi ; pep fo Fesi Dan Ce nD ge 


(6-25) 
关于 用 5 函数 表示 系统 所 受 的 力 ， 要 根据 不 同形 式 的 力 ， 采用 
不 同 的 表示 方法 . 如 有 一 个 变动 的 力 , 记 为 (4) ,作用 在 长 为 /的 某 
梁 的 z=z!' 点 处 , 那么 ， 可 的 单位 长 度 上 所 受 的 P(z,t)， 就 可 以 
表示 为 5 函数 的 刘 下 形式 1 
Ppt) $0) OL<si<t) 
假若 作用 力 是 一 个 集中 力 , 它 的 作用 点 ， 在 长 为 ! 的 梁 土 以 速 
度 "而 作 等 速 运动 ， 那么， 载荷 zx(z,0) 又 可 表示 为 
1%g(06Cz 一 wt) (OCul) 
| wu>1 
上 述 诸 问 题 , 都 是 就 一 维 情形 讨论 的 . 这 时 系统 所 受 的 脉冲 力 ， 
一 般 用 4(z) 或 56(z 一 zo) 再 乘 以 冲 量 强度 即 可 表示 出 来 . 对 于 二 维 或 
三 维 以 上 的 系统 所 受 的 脉冲 力 ; 用 .4 函数 也 可 以 表 未 出 来 . 只 要 注 
意 第 一 章 里 高 维 -函数 的 性 质 1. 13 和 推论 1. 13 即 可 . 
如 和 矩形 膜 的 振动 中 ， - 设 有 一 个 腊 ， 它 在 平衡 的 位 置 下 ， 瑟 有 下 
2 一 0 内 的 矩形 


P(zyt) = 


0 d OCyECb,. | 
且 于 该 矩形 内 某 一 点 62,9) 处 ， 施 以 一 个 垂直 于 膜 的 冲 量 寺 这 时 家 
示 这 个 冲 量 ， 则 可 用 二 维 函数 表示 ,路  . ， 


9g(z,) 一 Tals ~ Dey—qg) . 


其 中 0<pSa, 0&9&b, 而 o 是 膜 的 面 密度 . 
又 如 空间 某 物体 一 为 了 便于 推导 方程， 不 妨 设 为 一 个 厚 的 弹 
性 柱 体 或 者 厚 的 弹性 球体 且 占 有 某 个 空间 区 域 为 ，，. 
0 委 z 委 oo 0 和 过 !/ 乏 站 0KzEe 
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如 果 在 该 物体 的 某 点 (p,g,r) 处 ， 受 到 一 个 朋 时 力 玉 作用 ， 则 这 个 
力 可 表示 为 
9(z*gyz) 一 Fodlz 一 p)6(8 一 9)6(z 一 nr) 

将 这 个 为 的 表达 式 代入 物体 受 该 力 而 产生 振动 的 振动 方程 里 ， 
便 可 求 出 物体 的 振动 规律 . 

我 们 不 再 重复 这 些 类 似 的 表达 式 ， 读者 只 要 掌握 这 一 规律 ， 一 
般 所 员 到 的 力 均 能 表示 出 来 . 下 面 给 册 一 下 二 维 的 例子 . 

例 6.5 如 图 6-1， 
一 个 受 弯曲 的 均匀 梁 , 两 “ 
端 饼 支 , 在 z= 二 4/1 处 受 脉 ”上 
冲力 冲击 , 求 其 响应 . 

解 ” 如 图 取 坐 标 系 
zoy， 位 移 函 数 设 为 y(z， 
4)， 脉 冲力 的 强度 为 Pl. 
显然 , 这 个 作用 力 不 仅 与 
位 置 有 关 , 而且 与 时 间 有 
关 , 所 以 ， 设 f(x,t) 表 示 
该 力 , 则 有 图 61 


f(z30) = fod)6(z 一 了 ) (6-26) 
由 力学 原理 可 知识 的 振动 方程 为 


— Si (B102) TD 9) + fl,0) - 


一 m(z) 2 


(6-27) 


其 中 妃 是 弹性 模 量 ,7(z) 为 梁 的 截面 惯性 矩 ， mtz) 为 梁 的 分 布 质量 ， 
为 了 简便 , 设 1(z), m(z) 均 为 常数 . 并 设 初始 条 件 为 y (2,0)=y(z, 
0)==0, 边界 条 件 为 y0, 人 =y(4, 人 )=0. 妈 得 偏 微分 方程 定 解 间 题 为 


< 一 一 CBI 29) 十 Po6()6(z 一 了 4) 


y0,0) = yl = 0 
#(z.0) = ys,0)= 0 
求 这 个 定 解 问题 ,可 用 一 一 般 偏 微分 方程 书 中 的 典型 解法 一 一 分 离 变 


量 法 来 解 , 即 设 变量 已 分 离 的 解 为 ro- 人 ko 先 解 特征 
方程 
人 + oT = 00) 《6-28) 
可 
ed =| .maCDacz 一 本 )XCz)dz 
为 固有 频率 . 对 于 无 阻尼 单 自由 度 系统 (6-28) 式 的 解 为 
7() = 十 | ecpsnod — Dar 


十 TO)cosot + LT C0)sino (6-29) . 


当 激 励 力 f(z,0) 为 零 时 , 方程 (6-27) 经 分 离 变 量 解法 得 到 的 另 
一 特征 方程 为 


BI OF = ormX(z) (6-30) 
由 
@ = (nz)’ /E (z= 1,2,.) 
则 其 解 为 


X(z) = | in (n= 1,2,.") 


从 而 ,用 5 函数 表示 的 激励 f(z, 引 经 过 变换 后 得 


Q(t) -| PdCD 6s 一 7) 三 2 sin a 
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一 Po6G) /二 = 6(z 一 Dsin dz 
=76 /Zsin Gt) | (6-31) 


将 (6-31) 式 代入 (6-29) 式 并 注意 初始 条 件 , 得 


|2 ,RT 。 
7 = 二 | Fs 元 sin 了 6(Osinodt Tr)dr 


1 2 sx, _ 
= 二 A sin 本 Sinox | (6-32) 
故 ， 所 求 之 响应 为 
y(z,t) = 2 XT) 一 2 sin 。 3p Bsin sinox 
‘2F0l LL Si 得 和 
一 sin 一 Sin ~ Sinot 
“1 Rn? VmBl 4 


8 6. 3 持续 力 表示 为 蝇 时 力 的 迭 吉 


本 书 的 第 一 章 里 , 在 叙述 -函数 的 物理 意义 时 ， 曾 给 出 位 于 空 
间 内 茶点 po (x0, yo, 0)， 而 质量 为 m 的 质点 ， 密度 可 记 为 md (s 
一 20)6( 一 加 )6(z 一 20)j 若 位 于 po(zxo, Yo, 0) 点 而 电量 为 9 的 点 电荷 
的 电荷 密度 可 记 为 5 (2 一 z0)6(y 一 yo)6(z 一 z0)， 车 作用 于 瞬时 4 时 
刻 而 冲 量 为 * 的 肯 时 力也 可 记 为 16(4 一 6) 等 等 . 所 以 说 连续 分 布 的 
质量 .电荷 或 持续 力 , 也 可 以 用 5 函数 来 表示 . 

在 振动 理论 中 , 一 个 振动 系统 受到 外 力作 用 ， 产生 强迫 振动 ， 
其 外 力 或 者 是 瞬时 力 , 或 者 为 持续 力 . 当 系统 受到 瞬时 力 的 作用 ， 
求 其 振动 规律 时 ,前 面 已 有 多 例 可 见 . 当 系 统 受 到 持续 力作 用 时 ,也 
在 第 二 章 杜 险 美 原理 里 陈述 过 ， 即 把 在 某 时 间 间 隔 中 的 持续 力 看 作 
许 许多 多 前 后 相继 的 瞬时 力 ， 特别 是 把 连续 分 布 在 空间 中 的 外 力 ， 
看 作 鳞 次 检 比 排列 着 的 许 许多 多 点 上 的 作用 放 . 也 就 是 将 持续 的 外 
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力 转化 为 瞬时 力 的 选 加 . 设 P(b) 为 持续 力 ， 持续 的 时 间 不 妨 设 为 人 
二 a 到 t=b. 于是， 我 们 将 区 间 [Ca, 轨 分 割 成 许多 小 时 间 段 ,在 某 个 从 
到 十 红 的 时 间 段 内 , 力 F(7) 的 冲 量 是 PCr)ar, 由 于 ar 很 短 ， 
所 以 ， 就 把 这 段 短 时 间 内 的 作用 力 看 作 是 瞬时 力 ， 由 $ 6. 2 的 讨论 
可 知 , 该 瞬时 力 可 表示 为 

FOn)o(t CO— 7) 
这 许 许多 多 瞬时 力 的 选 加 ， 就 是 持续 力 F(t)， 即 


F(t) = Dr 一 rar =| Fr)6(t 一 r)dr 


上 述 设想 所 以 能 在 线性 振动 理论 中 实现 ， 那 是 因为 线性 振动 系 
统 有 符合 迭 加 原理 的 重要 性 质 . 即 若干 个 激励 单独 对 系统 产生 的 总 
响应 (或 者 说 是 总 的 效应 }, 是 各 个 激励 对 系统 产生 的 响应 的 迭 加 ， 
特别 是 这 若干 个 激励 , 无需 加 在 杀 统 的 同一 部 分 里 ， 因 为 一 个 激励 
的 存在 并 不 影响 另 一 个 激励 引起 的 响应 . 正 因 如 此 , 我 们 为 了 分 析 
线性 系统 受 多 个 激励 产生 的 总 的 响应 , 可 以 先 分 析 单 个 激励 所 产生 
的 响应 , 然后 把 这 些 响应 近 加 起 来 , 就 等 于 总 的 响应 . 这 样 就 可 以 
使 问题 由 复杂 变 为 简单 ,为 我 们 处 理 许多 复杂 的 振动 间 题 ,提供 了 
方便 . 
我 们 还 能 进一步 看 到 , 作用 在 点 < 和 时 刻 + 的 外 力 f(z, 个 可 以 
记 为 : 
了 (zy =|. | pf (Es DG — 6)6(¢ 一 rdédr (6-33) 


若 对 两 端点 国定 的 纺 振 动 问题 而 计 ， 根据 第 四 章 的 讨论 可 知 ， 作用 
在 点 5 和 时 刻 7+ 的 瞬时 力 p56(z 一 6)6(t 一 7) dd 所 引起 的 振动 
GCz,4;6,7) 的 定 解 问题 是 


= SE + os oi) (6-34) 
cl 一 0 =0 6-35) 
Glo=0,0| m0=0 《6-36) 


该 定 解 问题 又 可 以 转化 为 定 解 问 是 
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人 一 a zn = 0 《6-37) 
GC|.-,=0, 6G|,-=10 . (6-38) 
a| tr+0 一 0， &,| imr+0 一 d(x 一 4) (6-39) 


而 解 出 来 . G6(z,s;6,7) 是 作用 在 一 个 点 上 的 姐 时 力 所 引 起 的 振动 . 所 
以 G 称 为 两 端 固 定 弦 受 迫 振 动 的 格林 函数 . 显然 (6-37) 一 (6- 39) 式 
的 解 6 解 出 后 ,由 和 迭 加 原理 可 知 ， 任意 外 力 FP(zsl) 二 pf(z,t) 作 用 下 
的 强迫 振动 规律 便 是 


ul(z,t) = | rape er)dedr (6-40) 
例 6.6 设 长 度 为 1,， 两 端 固定 的 梁 在 z=z。 点 处 受到 外 力 为 
Focos Tsinot 而 振动 , 求解 梁 的 振动 规律 . 


解 这 个 定 解 问题 可 转化 为 先 对 定 解 问题 


于 
= 3 十 Picos Tainox (人 >.0 0<zr<<0) 


(4) ul:-o = 0,u|s-:=0 (> 0)) 


ul = 0, w|io0=0 (0 委 z 委 由 
求 格林 函数 C(z,2e,r)， 即 解 定 解 问题 

了 一 3 十 d(z 一 人 6(( 一 可 
0¢|,_6=0, 6|; =! 二 0 
G|.o=0,0.|.0=0 


而 定 解 问题 (B) 又 由 杜 哈 美 原理 可 转化 为 如 下 定 解 问题 
FO ,FG 


= 一 一 


E73 dz 
G| ,0=0, G|,-:=0 
G | ro 一 0， 3 | rr0—6(r—£) 


定 解 问题 (C) 的 解 的 一 般 形 式 为 。 
G(z tit,T) = 2 [4bs eos 多 一刀 


Fan Do 


(B) 


‘(C0) 
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其 中 系数 4(e,r 和 已 (4r) 由 初始 条 件 确 定 ， 即 
nes 罕 一 一 0 


SB os = 6(z — ¢) 


a=1 { 


将 上 式 右 端的 5(z 一 8) 也 展开 为 传代 余弦 级 数 , 即 


xc- -3 过 me 


3 二 人 


并 比较 两 端 系数 ， 得 
ACEIT) = 0, Bet) 一 -cos Fe (a 0) 
从 而 , 格林 函数 为 


1,,__. 2 < 1., nxalt— 7) nng nny 
GritsE,T) = rt 二 + 大 儿 sin 7 Cos 1 Cos 1 


于 是 ， 由 (6-40) 式 可 知 定 解 问题 (4) 的 解 为 

ulz1t) -| | ce, Do te, Dasar 

=- 了 | [ (l — rt) Pocos Tononiétr 十 可 Tcos 2 _ 
27 


0 1 nazfif’: Te nma(lt 一 T) nné 
十 ma | cos 了 2sinawrsin 7 cos dédr . 
0 


>， 一 cos 一 
一 上 
一 2 了 >， cos | Cos cos ee | 's sinwrsin ?et Di 
t= 1 


” 
对 《积分 当 六 1 时 为 0, 当 a=- 1 时， 这 个 积分 的 值 等 于 二 . 于 是 


Fol t — 
u(x,t) = cos | sin@tsin Dy 
-rl 1 Nt a | Ne 
一 而 太一 aR | osin I Tsinot Cos TT 


例 6.7 如 图 6-2, 一 个 等 剖面 简 支 梁 ,承受 轴 向 拉力 和 在 > 
=6 点 处 有 一 单位 集中 模 向 载荷 P=1: 的 平衡 问题 . 梁 的 挠 度 o(z) 满 
足下 列 定 解 问题 
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dw 


BJN 9 一 9(z) 《6-41) 
oaC0) 一 of 一 0 

| fo _ Eo _ 
dr’ sw0 ”本 sf 


其 中 RJ 表示 梁 的 栖 曲 刚度 , 9(z)=6(z 一 6), 求 梁 的 找 度 o(z). 
解 上 浸 边 界 杂 件 表明 ， 将 oCz) 展 开 成 正弦 级 数 ， 即 


O(z) = > sin = 一 一 


式 中 ww 是 待定 系数 ， 将 wks) 的 康 
式 代 入 (6-41) 式 , 得 
> | ER 十 En asin 2 
一 dz 一 上 (6-42) 
把 6(z 一 幻 也 展 成 正弦 级 数 ， 得 


6(z — £) = 1a sin 22 


(6-43) 国 6.2 
其 中 
b. -|, d(x 一 £)sin dz 一 一 sin 之 > 2 
于 是 . 
dz 一 上 ) 一 2sn 季 zesin (6-44) 

将 (6-44) 式 代入 (6-42) 式 ， 然 后 吉本 同类 天 的 系数 ,得 

2 1 。 AE 

RB Ne 

6 A 
从 而 ， 所 求 之 挠 度 o(z) 为 
2 = sin sin 2 


(rz) = i ————— ya 
. mB CA “(1 + 2) 


一 323 一 


在 许多 工程 上 ,所 见 之 系统 多 是 结 梅 上 作用 有 集中 载荷 的 博 
况 , 求 它 的 解 ， 多数 离 不 开 4- 函数 及 其 性 质 . 例如 一 个 变 剖 面 梁 (如 
图 6-3), 承受 轴 向 拉力 ,分 布 横向 载荷 9(z) 以 及 z= 上 处 集中 弯 和 矩 
WH 的 作用 ,由 力学 理论 可 知 ， 梁 的 总 势能 有 表示 为 

7= | , 信 台 [从 十 二 | 名 | eco)at He 6e) 

(6-45) 

若 把 单位 集中 载荷 看 作 
是 分 布 载荷 ， 它 的 表达 式 是 

g(r,E) = i(r — £) 
集中 力矩 1, 可 以 被 看 成 是 
由 两 个 方向 相反 无 限 靠 拢 的 
集中 力 组 成 的 (如 图 6-3). 
规定 MH: 的 道 时 针 方 向 为 
正 ， 于是, 应 有 


qu (rT,E) =lim etalz — £) — élz — (E+ e))) 


-im{- 万 5 一 人 十 9 sse) 
e=0 e 
一 一 M6! (zx 一 <) 


图 6-4 
将 此 “广义 ”的 分 布 载荷 并 入 原 有 的 分 布 载荷 g(z) 中 ，(6-45) 式 就 可 
以 改写 成 
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7 -| ,3 名] 十 吉 八 | 

其 中 9 (z) ==9(z) 一 也 6'(z 一 5). 这 样 就 给 问题 的 求解 带 来 很 大 方 
全 

振动 理论 在 工程 建筑 中 ， 经常 要 分 析 建筑 材料 (比如 某 梁 内 ) 在 
外 载荷 作用 下 其 剪 力 和 夸 矩 的 分 布 情况 ， 以 便 判断 出 梁 中 的 危险 截 
面 ， 有 利于 进行 强度 控制 . 利用 第 一 章 所 列 的 5 函数 的 性 质 7. 10， 
对 具体 问题 把 读 矩 和 前 力 的 关系 从 数学 上 联系 起 来 就 可 得 到 完美 的 
结果 . 请 看 下 面 例题: 


图 6-5 

例 6.8 考虑 一 个 简 支 染 上 作用 有 沿 归 移 动 的 集中 力 偶 ， 如 图 
6-4 所 示 . 按 静 力 平衡 规律 ， 则 易 求 得 可 内 宁 矩 的 分 布 (如 轩 6-5) 和 
剪 力 的 分 布 (如 图 6-6). 

通常 在 集中 力 偶 作 用 点 处 ， 梁 内 宁 抵 往往 是 从 强度 设计 的 要 求 
出 发 人 为 定义 的 (一 般 都 是 以 作用 点 两 侧 极 邻近 的 截击 上 较 大 计算 
者 作为 该 截面 上 的 内 弯 矩 ). 

于 是 , 梁 上 压 矩 函数 可 以 写 为 


Mo +<emco ceeD | 
M(x) = ， ， (6-46) 
— 4 — 2) 当 z>< 时 (0O< es<D 

在 梁 上 取 微 元 体 , 列 静 力 平衡 方程 , 可知， 壮 矩 M(z) 与 六 办 芍 


数 F(z) 刚 好 榴 成 关系 式 
Rs) (6-47) 
利用 4- 函 数 性 质 1. 9， 就 可 以 容易 地 把 竟 力 函数 7(z) 表 示 出 来 
各 当 z*<4 时 
Vlz) = Mi (xz) = C6(z — 8) 十 (6-48》 


多 当 z 之 < 时 


图 6-6 - 
其 中 C=M'(s 十 0) 一 M'(6 一 0). 有 趣 的 是 M(x) 是 间断 函数 , 它 的 导 
数 却 是 连续 函数 ,这 从 数学 上 似乎 难以 理解 ,然而 在 力学 上 这 却 是 
事实 , 这 正 是 “西数 从 中 所 起 的 微妙 作用 ， 在 该 例 中 , 当 z= 时 ， 
F(6) 一 如. 因此, 应 使 cg(z 一 全 一 如 (> 一 人 )， 而 5 的 表达 式 中 必 
的 左 、 右 导数 值 可 以 人 为 地 补充 定义 ， 如 令 


M'(é + 0) -让 , M'(E — 0) = Me/2! 


€) 6Cz 二 £) 一 人) 

这 样 C6(z 一 = 加 ( 当 * 一 时 )， 从 而 保证 了 P(e) 的 连续 性 

。 写 到 这 里 , 读者 容易 发 现 , 就 其 振动 理论 而 言 , 还 有 非 线性 振 
动 .随机 振动 .弹性 振动 以 及 电动 力学 中 的 振动 理论 等 内 容 . 这 些 内 
，” 容 涉及 的 知识 面 极 广 , 仅 就 本 书 开始 要 求 读者 具有 高 等 数学 的 知识 
. 而 盲 , 已 经 就 不 够 用 了 . 所 以 ， 上 述 内 容 均 从 略 . 然而 ,就 5- 函数 在 
上 述 理 论 中 的 应 用 ,也 无 非 就 是 如 此 ， 即 用 4- 函 数 表示 系统 所 受 的 
为 , 或 者 是 将 非 线性 振动 转化 为 线性 振动 ， 然 后 再 运用 将 持续 力 变 
为 瞬时 力 的 迁 加 等 方法 . 因此 , 我 们 说 本 章 所 讲述 的 4 -函数 在 振动 
理论 中 的 应 用 具有 典型 性 . 
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第 七 章 65- 函数 在 地 球 物理 勘探 中 的 应 用 


在 地 球 物理 勘探 中 , 经 常会 中 到 一 些 特殊 的 信号, 无 法 用 通常 
意义 下 的 函数 来 描述 . 不 仅 如 此 , 在 对 这 些 信号 的 处 理 方法 上 , 如 
滤波 \ 频 域 时 域 转换 等 方面 , 也 是 步履 维 艰 . 正 是 由 于 有 了 函数 这 
个 强 有 力 的 数学 工具 , 根据 它 的 定义 和 特有 的 性 质 , 不仅 能 恰当 地 
表示 这 些 特殊 的 信号 ,而 且 , 还 能 大 量 地 简化 其 中 繁琐 的 数学 推导 . 
因此 , 4- 昂 数 已 被 广泛 地 应 用 于 地 球 物理 勘探 领域 中 , 本 章 溅 敌 举 
一 些 实例 ,说明 4 函数 在 地 球 物理 勘探 方法 的 理论 分 析 ,. 正 反 演 方 
法 的 研究 ， 以 及 信号 数字 处 理 诸 方面 的 应 用 . 


$ 7.1 应 用 5 函数 撕 述 地 震源 的 脉冲 波 


在 地 球 物理 勘探 中 , 传播 于 地 下 岩石 介质 中 的 地 震波 ， 是 通过 

人 工 震 源 激发 产生 的 . 震源 的 种 类 很 多 , 诸如 炸药 爆炸 、 气 枪 . 电 类 
花 、. 锤 击 等 . 它们 中 的 大 多 数 在 激励 的 咀 间 产生 蕊 大 的 冲击 力 , 激发 
岩石 介质 振动 而 产生 地 震 脉 冲 波 , 我 们 通常 称 这 种 源 为 理想 脉冲 
源 . 对 于 理想 脉冲 源 及 其 产生 传播 的 脉冲 波 的 描述 ， 从 数学 角度 上 ， 

只 能 借助 于 6- 函数 . 即 

0O>i>ut | 

2 一 (so oi (7-1) 


21 天 0 
(so ) zx=0. : A7- 2) 
0-1) 式 中 的 4t 是 表示 一 钥 闻 ， 凶 很 短暂 的 时 刘 。 名 和 和 如 图 7.1 下 
示 .. 本 
着 激发 源 不 是 上 述 的 理想 脉冲 时 ， 例如 是 一 任意 震源 pc 或 4 


$n) = 


()}》， 这 时 ,我 们 虽然 不 能 直接 用 4(0 或 4(s) 来 表示 ， 但 它 可 以 通过 
60) 或 4(a) 来 间接 地 表示 ， 即 


Bt)=6(1) BH)=6(n) 


图 7 四 
SO) -| gr) — T)dr (7-3) 


Sa) = 2 86 -) (>0) 


这 实际 上 就 是 我 们 在 第 五 章 中 介绍 的 ， 表示 脉冲 波 的 适 加 . 
在 地 球 物理 勘探 中 , 我 们 经 
. 常 分 析 信 号 的 频谱 ,以 了 解 信号 
的 组 成 特点 . 脉冲 波 的 频谱 特征 
在 地 球 物理 勘探 中 特别 重要 . 我 
们 也 常用 

4(oO) = PCd(Ct)] 


=| lt)e- dt = 1(7-4) 


图 7-2 租 冲 信号 的 频 庶 


来 从 频率 域 角度 描述 脉冲 源 信号 和 传播 的 脉冲 波 . 其 中 % 为 频率 (如 
图 7-2). 


脉冲 源 函 数 及 脉冲 波 的 频谱 是 个 均匀 谱 , 是 由 无 穷 多 频率 威 分 
的 信号 组 成 .说 明了 脉冲 源 发 出 的 脉冲 信号 含有 丰富 的 频率 信号 ,万 


其 高 频 信 息 丰 富 ， 具有 这 种 频谱 特征 的 信号 ， 在 时 间 域 内 是 个 尖 册 
串 状 (如 图 7-1). | 
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凡是 在 地 球 物理 勘探 中 , 出 现 的 这 类 尖 脉 冲 状 信和 号 ， 一 般 都 是 
采用 5 函数 来 表示 . 


》7. 2 地 震波 波动 理论 的 讨论 


在 地 震波 波动 理论 的 讨论 中 ,有 时 需要 考虑 波动 特点 和 外 力 源 
(震源 ) 的 关系 ， 有 时 在 波动 方程 求解 中 要 引入 Green 函数 等 ， 都 必 
涉及 函数 的 问题 .下面 通过 几 个 实例 , 说 明 5- 函数 的 作用 : 


7.2.1 标量 介质 一 ~ 时 间 简 谐 震 源 情况 下 二 维 波动 理论 讨论 
中 5- 函数 的 应 用 


外 力 源 为 时 间 简 谐 震源 时 ， 地 震波 波动 方程 应 应 是 非 齐 次 标量 形 
式 , 即 


人 

为 了 求 得 (7-5) 式 的 解 ; 我 们 令 
pz,2,0) = Bz ,2)e oe 
并 代入 (7-5) 式 , 得 四 

+ 十 一 让 了 二 1206 一 一 2rdkz)d(z) | 《7-6) 
其 中 , k=， 利用 5 函数 的 伟 氏 变换 ,会 使 方程 求解 简便 . 于 是 ， 
将 (7-6) 式 两 边关 于 z 作 传 氏 变换 ， 即 

bess) = | lz,s)e sas 


Pz,2) = 去 | Bk 2) erak, 
2r .~ 


一 1 十 加 十 上 二 一 8x6(s) (7-7) 


再 把 (7-7) 式 关于 > 作 取 过 拉 放 这， 印 
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Psp) = BCE ert 


Bk 2) = | 一 Oks p)erdp 

2 oi 
代入 (7-7) 式 得 到 | 
[天 一 〈 且 一 29 一 一 2x (7-8) 


同样 方法 , 也 可 以 把 (7-5) 式 先 对 = 作 传 氏 变换 ， 然 后 再 对 z 作 拉 氏 
变换 , 得 


Cp BG=— 2 (7-9) 

这 里 推导 的 目的 , 不 是 要 去 求 方程 的 解 (如 果 要 求解 ， 从 (7-8) 

或 (7-9) 式 解 出 @， 再 取 其 道 变换 即 得 )， 而 主要 是 说 明 从 (7-5) 式 过 
渡 到 (7-8) 或 (7-9) 式 的 过 程 中 , -函数 所 起 的 简化 运算 的 作用 . 


7.2.2 ”标量 介质 一 一 脉冲 震源 情况 下 5- 函数 的 应 用 
外 力 源 是 一 脉冲 5 函数 时 ， 相应 的 地 震波 波动 方程 为 


和 十 戎 一 页 站 二 一 - 2x6(z)6(2)60) (7-10) 


应 用 6- 函数 的 性 质 , 对 (7-10) 式 求解 . 首先 将 (7-10) 式 两 端 关 
于 时 间 :上 作 拉 氏 变换 ,得 

Ea 十 5 一 5 一 一 2x6(zJ6(2) (7-11) 
其 中 0=| (ze "dt 再 将 (7-11) 式 两 边关 于 z 作 传代 变换 ， 
即 | | 
Bg,2,8) =| O28)e midz 
代入 (7-11) 式 得 | 
-名 $+ 或 (2) $= 一 2 -12) 

最 后 , 将 (7-12) 式 关于 z 作 双 边 拉 民 变换 ， 有 ， : 
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一 (二 + 2 (7-13) 
式 中 和 一 | %(g,z,5e-rdz ， 四 
易 见 由 (7-3) 式 解 出 9%， 再 取 其 着 变换 ， 立 即 得 到 其 解 . 对 于 (7- 
10) 式 如 此 简便 地 得 到 解 ， 关键 是 应 用 了 5- 函数 的 积分 性 质 . 
7. 2. 3 弹性 介质 一 一 线 力 情况 下 6- 函数 的 应 用 
作用 于 无 限 介质 中 ， 线 力 源 的 弹性 波 运动 方程 为 
yy ， -LyxVxu- 品 = 一 


(7-14) 
式 中 5(7) 是 空间 坐标 中 的 5- 函数 ，|r|= (zs? 十 六 半 ,6, 是 力 f(D) 方 
人 向 的 单位 矢量 ，YV 为 哈密 顿 算 子 . 
对 (7-14) 式 两 边 作 传 氏 变换 ,得 
U(x,2,0) =| uc,zoe dl ,PF (w) =| fe va 
代入 (7-14) 式 , 得 


BFVCY DRYXYxU+o。 了 人 dr) 


(7-15) 
式 中 太一 <， 下 一 二, 为 了 解 (7-15) 臣 , 将 口 表示 为 
二 VCVY 4) 一 YX(YXA) (7-16) 
在 二 维 情况 下 ,有 
_ eFC%) ,FF(w) 
er Fr dr 7 一 ”2rp 
gog, ,Flw ,FP(w), 
一 V v[( ex Dp tr] 一 YxvVvxL[ “orj 
(7-17) 


如 图 7-3 所 示 . 其 中 , 力 了 是 位 于 平板 的 平面 沿 着 > 轴 方 向 . 每 单位 
厚度 平板 通过 计算 下 列 式 子 , 可 见 (7-17) 式 是 成 立 的 . 
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1 1l1[2 = =| 6(7) 
去 | vdnr)as = 二 | ar)d=1=| He 


把 (7-17) 和 (7-16) 两 式 代 入 (7-15) 式 , 得 到 
VV{V CIT AA) + A + ep Cnr) /2rpo))} 
TXTXCV XT XA HA er(o)nr/2rpvt)= 0 
把 一 了 XXA,、 一 《CV，A4,) 分 别 加 入 第 一 不 和 第 二 个 括号 内 ， 
并 不 改变 上 述 整 个 表达 式 , 于 是, 得 . 四 
vt CVT A ~ VX VX het BA ePlo)lnr/2rpo)} 


+HVXVXCVXVXA ~ VV As BA- erolnr/2rpo) = 0 
如 果 下 面 二 式 


2 24 ,Flo)Inr ， 
ViA, + HAr 一 一 后 (7-18) 
:FP(w)nr : 
ViAs + RAs = 2 (7-19) 
有 解 ,我 们 可 写成 
Ap 二 eA, 和 As 一 e.A, 
则 方程 
24 54 十 归 4 一 一 Te (7-20) 
和 . 
FA BA4， ， 
者 
Flw)lnr ~ 
= xp (7-21) 


仍然 有 解 , 这 时 (7-15) 式 已 简化 

为 两 个 相同 的 标量 方程 (7-20) 和 和 

(7-21) 式 . 这 两 个 方程 的 求解 ， | 

仍然 困难 ,因为 inr 的 奇异 性 ， “图 7-3 舟 冲 信和 导 的 频谱 

妨碍 了 积分 变换 解法 的 实施 . 当 四 
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引入 了 4 函数 后 ， 解 该 二 方程 便 简单 易 行 了 ， 因 为 


V:(inr) = < 一 2rd(z)6(z) 


并 将 其 对 z 作 伟 氏 变换 , 对 z 作 双边 拉 氏 变换 则 有 
(FP 一 她 ) lf? = 2 
或 者 


现在 对 (7-20) 式 的 左 端 对 = 作 傅 氏 恋 换 ， 对 `= 作 双 边 拉 兵变 换 ， 得 
到 (好 十 严 一 如 )4， 合 并 起 来 有 

和 Flw) 1 

py? 产 二 让 下 二 六 一 
进 一 步 解 下 去 , 便 可 得 到 方程 的 解 , 皇 然 ,在 这 个 例子 中 ， 当 我 们 在 
求解 过 程 中 直到 困难 时 , 利用 了 5- 亢 数 和 它 的 性 质 , 便 巧 妙 地 各 并 
了 障碍 , 使 方程 的 最 终 求解 得 以 进行 下 去 . 


7.2.4 基 尔 翟 夫 方 程 的 积分 解 


建立 波动 方程 积分 形 
式 的 解 ， 要 求 计算 如 图 7- 
4 中 89 域内 任意 一 点 M 
处 的 波 场 wm, 六 =, 巧 . 按 
惠 更 斯 - 夫 列 涅 尔 厌 理 ， 
M 点 的 波 场 是 由 分 布 域 2 
内 和 域 8 外 的 波源 引起 
的 . 其 中 5 点 是 位 于 域内 
的 波源 ， 波 源 分 布 是 任意 国 ?4 
的 . 求解 是 把 各 个 点 8 波源 在 M 点 引起 的 响应 琶 加 起 来 , 以 得 到 域 
9 内 全 部 波源 的 总 效果 . 域 9 外 的 波源 , 可 以 用 8 面 上 的 积分 表示 
其 效应 , 我 们 用 (za ,z4) 和 (zy,z) 分 别 表 示 波 源 点 和 场 点 坐标 , 用 
r 和 表示 该 两 点 的 和 失 径 ， 用 B=]r 一 ni 代表 从 点 到 加点 的 距 
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” 离 ,R= |r 一 ri|= CC 一 o)2 十 (G 一 所 ) 十 (z 一 二 2 六. 利用 第 四 章 中 介 
绍 的 第 二 格林 公式 (4-55) , 即 

,sr — PpY’¥)49 = 中 时 + 一 9 EAE (7- 22) 
求解 . 式 中 和 ”是 空间 域 9 内 具有 二 阶 连 续 偏 导数 的 两 个 任意 函 
数 ， 充 表 示 沿 外 法 线 = 的 方向 导数 ，9 是 域 9 的 边界 曲面 ， 由 于 在 


MM 点 时 计 一 呈 ， 有 奇 点 ,不 满足 格林 公式 的 条 件 ， 所 以 ,要 围绕 4 


点 通 一 个 很 小 的 球面 @。, 把 它 作 为 D 或 的 四 这 界 而 ， 4 和 4@ 所 国 的 
体积 为 9. 


设 w= 志 4(! 十 之)，# 是 满足 波动 方程 的 解 ，P 为 力 位 ， 即 
WYp— = (7-23) 

将 (7-23) 式 和 9 一 二 St 十 二 ) 代 入 (7-?2) 式 在 端 ， 并 设 4(6) 为 其 积 

分 结果 , 则 有 


4(0) =| ev — gd " 


1 .i 16G 十 到) 
= | pt +t], 一 两 二 避 
Patt + 4) 
1 9 
= 六 去 |， (yp 一 "io +|。 —g do 


再 对 上 积分， 得 
| ~ Aa =| , 翅 {| f(a vg a st) 6 十 djae 


* 在 科技 书 中 , 常 把 重 积 分 记号 “用 。 何 记 为 。, 只 要 注意 积分 区 域 和 函数 的 维 数 
便 知 是 什么 积分 了 .另外 也 常 把 一 阶 导数 .二 阶 导 数 简 记 为 *~p”, “45” 以 下 同 . 
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六 


十 十 cw 一 PhD (7-24) 
因为 iit 全)| “一 0， st)| =0, 所 以 , 上 式 最 后 一 项 等 于 
零 ， 结果 为 | 

| A(DU =[, emsay 一 一 2)ap 


现在 我 们 来 计算 格林 公式 的 右 端 , 这 个 积分 应 该 在 曲面 9 上 科 
小 球面 9。 上 分 别 进行 . 设 8() 表 示 在 @ 表面 上 的 积分 结果 ,用 如 上 
面 所 选 儿 和 9 代入 式 中 , 有 


80 = 中 | 详 -" 谨 | 
= 中 | (re te 婚 二 1 


只 一 oo 


gody jn 
= 中 | (we 十 二 )aad (十) 二 六 adra(t 十 局) 


~ St Wg 让 dl 


s(t + Rfe) R d+ Ro) | 
= 中 | 一 起 (t+ v8 一 于 mo 


“07-25) 
由 于 在 ,上 求 积 分 时 , R= 二 常数 ， 从 而 可 把 含 的 因子 提 到 积 
分 号 前 面 来 .将 B(t) 对 上 积分 ,得 


| 一 sou = 中 人 22R- 0 BR 


一 ot 十 rad) ndO (7-26) 


由 于 4 函数 的 性 质 1. 2， 上 式 对 ! 积分 后 ， 式 中 就 不 再 出 现 .函数 ， 
而 其 他 函数 中 的 ! 则 全 部 换 成 -Bo (7-26) 式 的 后 两 项 对 ; 积分 后 


ET Dama+ 二 + Seey oa 
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= 一 中 人 志 史 | 4 十 Fearp|, su0 


eR + 如 | (7-27) 


我 们 假设 画 数 4 及 其 信 导 数 ， 在 所 考虑 的 空间 域 中 是 连续 的 和 有 限 
的 ， 从 而 各 导数 的 平均 值 #( 即 中 信也 是 有 限 的 ， 因此 , 当 中 0 
时 ， 上 式 结果 趋 于 零 , 故 有 


im | BGO = Jim {tryCesyt =— ee)}= tpi 畏 


(7-28) 
同 理 可 求 得 格林 公式 右 端 与 8 面 有 关 的 项 ,对 时 间 4 的 积分 , 最 后 
得 到 初始 时 刻 :=0 时 的 波 场 积分 形式 的 表达 式 为 
1 F(z oYis Zt 90) | 


pry,2,0) | 一 47 


在 $c] 2 [到 一 去 问 [ 名 | ， 去 ( 训 )| 


| (7-29) 


$7.3 和 -函数 在 地 球 物理 正 演 
模拟 问题 中 的 应 用 


在 地 球 物理 正 演 模拟 问题 中 , 应 用 9- 函数 的 实例 很 多 ,这 里 仅 
举 一 个 例子 一 一 二 维 声波 模拟 问题 中 和 -函数 的 应 用 . 
假设 平面 波 在 均匀 介质 内 (区 域 :<2), 以 速度 。 沿 着 垂直 方向 
传播, 在 i=0 时 刻 到 达 水 平 界面 := 2， 设 想 界 面 * 一 2 十 42 是 两 个 
均匀 半空 间 的 界面 , 沿 界面 的 反射 系数 为 6, 震源 函数 为 。 
0 当 t 之 0 时 
1 当 上 >>0 时 
波 场 uz,z, 作 从 水 平 界面 :==2 散射 进入 z<z 区 域 , 源 波 表示 为 
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s(0) = 


到 一 SC 十 (2 一 2/ 轨 (7-30) 


在 区 域 :<2 的 二 次 场 由 反射 波 定义 为 
il = Ls[t — (DZ 十 24 一 zy/oj 《7-31) 
该 区 域 的 二 次 场 法 向 微分 为 
= Et — (2 + 242 — 2) /0) (7-32) 
其 中 500) 二 衬 他 ,假如 令 4r 二 242/1o, 则 z==Z2 的 二 次 场 可 表示 为 
双 _ < 加 _ 
和 =) (7-33) 
天 中 的 于 是 让 要 向 方 的 站 向 导数 ， 又 令 
g = st hj — 2 (7-34) 


定义 为 格林 函数 ,4 二 ror Cea) tn), 与 格林 函数 


9 裤 积 结果 为 
gl/ fo ,slr—t) 
9 三 | _ 3 Di 
s(t— Ar—&) 


Es A) 


将 此 式 代入 
下 


sd 4r—t) da (7-35) 


得 
[4 
mV 

37.4 地 球 物 理 反 演 问 题 中 信函 数 的 应 用 
在 地 球 物理 反 演 问题 中 ,不 仅 能 应 用 5- 函数 表示 震源 脉冲 波 ， 


同时 ,对 简化 方程 的 解法 上 也 起 到 了 特殊 的 作用 , 
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?7.4.1 一 维 声波 方程 的 波 思 CBorn) 反 演 
层 状 介质 面 震源 等 时 刻 激 发 情况 下 ， 下 半空 间 的 波 场 方程 是 
Fu § 
E27 更 二 一 std(2) 


,一 0，x| ,一 pl) (7-36) 
若 速 度 函数 7(z) 已 知 ， 则 方程 的 解 是 确定 的 ， 如 果 Y(z) 是 未 知 ， 那 
么 解 是 不 确定 的 .求解 7(z) 便 是 地 球 物理 反 演 问题 ， 或 者 读 是 反问 
题 . 在 对 (7-36) 式 求解 了 Y(z) 过 程 中 ， 为 方便 起 见 设 (0 一 E00), [of 


是 常数 ， 称 为 参考 速度 或 背景 速度 . 于 是 (7- 36) 式 的 省 定 方程 可 表 | 
示 成 


2 一 A = 一 B62)o (2) (7-37) 


全 天 辣 = 二 生生 ,| 总 |<<1 即 s) 为 cs 的 微小 扰动 , 这 样 产 


生 的 散射 波 能 量 很 小 , 称 之 为 弱 散 射 . 再 设 := 凡 十 ， 其 中 心 为 入 
射 波 ，uw 为 散射 波 ， 它们 分 别 满足 如 下 二 方程 ; 


au 1 P20)g 
Ba GG Ep 一 六 aa)4 (0) 
Fu 1 Tus 6(2) Pus 


由 5 函数 的 性 质 , 将 (7-38) 两 式 对 时 间作 傅 氏 变换 后 ， 并 利用 初 
始 条 件 ， 得 
2 


十 RW 二 i2hk6(z) (7-39) 
a + Rv =— a(z)Pin 《7-40) 
式 中 k=wyCo. 用 常数 变易 法 容易 求 得 (7-39) 式 的 解 为 


DE 
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用 格林 (Green 函数 法 可 求 出 (7-40) 式 的 解 为 
me o) 0) 7-41) 


再 利用 Born 近似 , 进一步 计算 可 求 得 a(z), 最 后 便 得 到 速度 V(x)， 
即 是 Born 反 演 的 最 终结 果 . 


7.4.2 三 维 声波 方程 的 波恩 (Born) 反 演 
在 三 维 情况 下 , 定 解 何 题 为 


1 尖 
42 一 Fz) 一 一 d(x 一 & y Xs 一 62373,t) | 
u(rz,0) = ux,0)= 0 (7-42) 


u | 1=0 一 PC(ziyzaytfy eyez) 
其 中 , z= (ztyzzyzs)， z 轴 向 下 ， (4 如) 是 震源 坐标 ， 记 nz) 一 


i )” 
Ni 7)=n(T)—n0, Ni=suplr:|. 必 是 常数 称 为 参考 值 ， 芝 |- 
作 小 参数 摄 动 
十 六) 0<e 委 总 (7-43) 
其 中 * 是 摄 动 参数 考虑 带 参数 全 空间 的 初 值 问题 , 则 有 
Au nl Ea 一 一 dz 一 如 2 一 如 es 0) (7_44) 


u(z,0) = mlx, 0) = 0 
定 解 问题 47-44) 式 有 级 数 形式 的 解 ， 不 妨 设 为 ， 


uw(zst) 一 Pute, De (7-45) 
将 (7-43) 式 和 (7- 44) 式 ， 得 . | 
Doe — n3(l 二 到 亢 m ”> 3 一 一 4(z 一 esz* 一 -73 人 


i=0 


(7-46) 


oo 


ZJu(z,0)z = 0， > ED, 一 0 


证 0 im0 
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比较 (7-46) 式 两 边 :。 的 等 次 和 一 次 轿 的 系数 , 得 


duo 一 车 x =— $31 一 & ,zr 一 Gm) 


hu 一 和 一 本 2 - 一 2 a 


Ni 天 
入 w=1/0, 对 上 连 二 方程 作 关 于 1 的 生变 括 ， 得 
2 . ; 
duo 十 人 一 一 6(z 一 和 zs 一 人 人) (7-47) 
2 
hu 十 和 二 一 noi (7-48) 
于 是 ，(7-47) 式 的 解 为 
_ 1 ie 
uo 一 0 (7-49) 


其中，p=[(z 一 名 十 (2 一 名 十 如 二 我 们 注意 到 (7-48) 式 的 
Green 函数 为 一 mk(zye， €2 ,0)， 由 Green 函数 法 得 


"0 = = oo 条 所 a (和 7 1 Uae ‘dzdzr2dzs (7-50) 


令吉 = 如 和 alz) 二 塞 . (7-50) 式 可 写成 


. jo 
2 广 es ee/cdridr2dry (7-51) 


从 (7- 51) 式 中 , 便 可 解 得 a(z), 为 此 需 证 明 下 列 等 式 成 立 
ei2ep/e i im Ton, si 4 + 2 dd (7-52) 


p ox -天 
令 zi 二 x1 一， Z'1 x2 — C2, 则 


是” 一 -天 二 十 于 sd). 


Vx! 十 二 地 


十 oo Ee 
= 玄 | -oo 到 


不 难 验证 a* 满足 方程 
da" 十 eg =— 4r6(z) (7-53) 


对 (7-53) 式 关于 z，,z'; 作 健 氏 变换 , 并 令 ss 二 z， 得 
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ee 一 it 十 与 了 dk, dk 


2 十 ku* 一 一 4r6(z) 
该 常 微分 方程 的 通 解 为 
”一 di(z)e t+ dr(z)er" (7-54) 
用 常数 变易 法 知 如 (x) 和 dz) 满 足 方 程 
di(2)e + d's(2)e™ = 0 
一 hd'i(z)e tr 十 hd's (2)es 一 一 An6(2) 


由 此 ,得 : 
二 2xz (pneungs = 这 、 
ds (2) -| ik. 三 da = k 当 z 之 0 时 
0  ， ， 当 z<0 时 
义 由 物理 意义 知 4 (2) 二 0， 于是， 当 z>0 时 ,出 
= 站 ts 


的 传 氏 逆 变 换 ， 便 可 得 到 所 和 需 证 明 的 (7-52) 式 ,将 (7-51) 式 两 边 对 
微分 便 可 得 到 a(k,k,,k.) 表 达 式 , 其 传 氏 逆 变 换 的 结果 , 即 为 反 演 
结果 . 

上 述 数学 推导 较 繁 , 然而 ,为 获得 我 们 所 要 的 结果 ，, 若 不 是 在 
几 个 关键 步骤 采用 了 函数 特有 的 性 质 ， 能 如 此 顺利 地 求解 ， 是 难 
以 想象 的 . 


7.4. 3 ” 基 尔 发 夫 积分 偏 移 与 频率 - 波 数 域 偏 移 法 (F-K) 等 价 性 
的 证 明 
根据 4- 函数 的 性 质 1. 2( 即 筛选 性 质 ) 
U(x 2 一 二 ) =| aa 一 过 一 to)dio (7-55) 


将 


uz 20,6) 一 款 立 本 二 ay0, 一 )dd 


改写 成 
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6 一 二 — 4) 


+ 
u(x, Y, 2 5t) = 站 也 CA A A ddrdy . 
+ 、 
= 地 之 Lz) 
st hl VE TF 2)) 
Oy 


, (7-56) 

(7-56) 式 右 端的 三 重 积分 ,实际 上 是 个 三 维 褐 积 式 ， 因 此 ,可 写成 

u(t YZ) = 支 (us01210) 其 好 一人] 

式 中 = (c 十 懈 十 (2 一 坟 3 二， 和 第 三 章 使 用 的 符号 一 样 “ * "是 袜 
积 运算 符号 ， 再 利用 福 积 微 商 的 福 质 , 即 


(7-87) 


durw) de dw 
Pg 
(7-57) 式 变 为 
1 
u(x 23t) = u(r 2 0 ) 其 了 144 一 了 了) 
35 F374 ssYys2, 支 7 -| 
=u(z,,y,,2,6) 其 h(z, YZ 一 2,t) (7-58) 
式 中 Ar ,2 一 2 相对 变量 To od 作 三 维 传 氏 变 换 ， 得 
、 四 7 和 
Hl,k,% — 2,0) = 守卫 由 一 Dy ti dz dydt 
x IRs py 之 9 27 政 加 四 » ” 2 
=@ . : (7-59) 


式 中 ，4z=2 一 z， 太 一 (所 -8 ， 令 z,, yD ,2 
直 的 三 维 伍 氏 变换 分 别 为 (ksh,,z,;) 和 CEs,z,@)， 则 对 《7 
58) 式 两 边 作 三 维 传 氏 变换 ,再 考虑 > 一 z 十 4z,， 得 
zsoY 2 十 4zyo) = (Ess Ys Zp WO) em 
此 式 与 K-F 波动 方程 偏 移 中 使 用 的 延 拓 公 式 是 完全 一 致 的 ; 因 
此 ， 基 尔 瞧 夫 积分 法 偏 移 与 ?-K 法 偏 移 具有 一 定 的 等 价 性 . 此 外 ， 
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由 《7-57) 式 可 以 看 出 ， 位 移 问题 还 可 以 化 为 相 积 运算 来 完成 

?7.4.4 拉 资 (Rodon) 变 换 

奥地利 数学 家 Radon 于 1917 年 ,发 表 了 “关于 由 函数 治 某 些 闹 
形 的 积分 确定 该 函数 "的 著名 论文 ,建立 子 如今 人 们 称 之 为 图 象 重 
建 方程 的 Raaon 变换 . 图 象 重建 是 CT 技术 中 的 核心 问题 . GT 是 英 文 
Computed Tomograph 字 头 组 成 的 缩写 词 , 直译 为 “计算 机 层 析 成 象 ” 
即 立 体 图 形 的 逐 层 成 象 , 这 种 技术 近 几 年 在 地 球 物理 学 领域 中 发 展 
起 来 了 . Radon 变换 是 CT 技术 中 重要 的 数学 理论 根据 . 其 中 #- 通 数 
的 应 用 也 使 该 理论 锦上添花 . 

所 谓 投影 函数 一 一 Radon 变换 ， 就 是 在 有 界 成 象 域 9 中 , 设 物 
理 量 的 二 维 分 布 为 f(z,y), 它 是 一 个 待 求 的 函数 . 一 条 射线 上 穿 过 成 
象 区 , 在 另 一 冲 被 探测 器 接收 ， 所 测 得 的 数据 应 等 于 f(z, 芒 沿 上 直 
线 的 积分 , 我 们 称 之 为 投影 . 射线 ! 是 由 两 个 参数 4 和 0 确定 的 ，(e， 
9) 是 沿 射线 的 坐标 系 ,《 是 ! 距 坐标 原点 的 距离 ,0 是 射线 s 与 z 轴 . 
的 交角 ,或 者 说 0 是 (&, 攻 坐标 系 相对 (z,y) 坐 标 系 的 转角 . f(z,y) 沿 1 
的 积分 虽 做 f(x,y) 的 二 维 Rodon 变换 ,也 称 为 投影 函数 , 显然 它 是 
《与 0 的 函数 . 我 们 把 这 样 的 投影 函数 记 为 : 


CRP(e ,0) = J fz) dzdy = -=| fOr)6(E  s » r)dr (7-60) 


其 中 为 (9) 平 面 上 的 矢量 .本数 304- S。 “7 和 表示 对 6s， r 
的 直线 作曲 线 积分 . | 


§7.5 -函数 在 地 球 物理 勘探 加 
数据 处 理 中 的 应 用 
本 书 的 第 五 章 ， 对 数字 处 理 的 一 般 理 论 作 了 介绍 , 这 一 节理 江 
集 几 个 在 地 球 物 至 勘探 中 的 应 用 实例 . 
7. 5. 1 系统 特性 的 描述 . 
当 系统 的 输入 信号 为 单位 脉冲 6- 函数 时 ,系统 的 行为 特别 重 
要 . 在 地 球 物理 勘探 中 ,常常 给 系统 输入 单位 脉冲 信号 来 测量 系统 
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的 特性 , 我 们 把 输入 5(0) 信 号 所 获得 的 输出 称 作 系统 的 脉冲 响应 . 
这 是 时 间 域 中 系统 特性 的 表示 . 此 外 , 栽 们 常常 在 频率 域 里 研究 系 
统 的 特性 ， 从 频率 域 的 角度 来 看 ， 系 统 输入 的 信和 号 是 单位 脉冲 ， 即 
5(0， 按 6() 的 健 氏 变换 PK4(O0] 一 Ce) 一 1， 则 系统 输出 的 信号 为 
频率 请 数 ， 即 是 输出 信号 的 频谱 ， 就 等 于 系统 的 频率 响应 ， 记 作 


厅 (o) = = $e) 60-60) 


显然 , 这 样 定义 的 频率 响应 五 (e)， 是 从 频率 域 角 度 表示 系统 的 响 
应 . Ho) 的 传 氏 逆 变 换 为 


TR (07-62) 


有 (wy 和 hl) 都 可 以 用 来 表示 系统 的 特 福 , 并且, 是 唯一 地 表征 系统 
的 传输 特性 . 在 地 球 物理 勘探 中 ， 系统 可 以 指 物理 电路 装置 (如 检 流 
器 ,滤波 器 、 放 大 器 等 ), 也 可 以 指 的 是 数学 变换 的 算 字 , 还 可 以 把 
地 层 视 为 传输 系统 , 在 数学 上 HCw) 和 ht) 二 者 是 等 效 的 ， 但 从 实验 
的 观点 看 , 对 甩 (w) 的 测量 代表 稳 态 测量 . 例如 测量 地 多 检 波 避 的 频 
率 特性 时 ,是 用 振动 台 输入 稳定 的 不 同 频率 的 正弦 信号, 测量 其 对 
应 的 输出 ; 而 对 49 的 测量 ,， 则 是 瞬 态 测量 . 例如 : 用 甸子 薇 击 络 检 
波 器 输入 单位 冲击 信号 ( 即 锤 击 产生 的 瞬时 脉冲 ,以 志 函 数 表 示 )， 
在 示波器 上 观察 其 固有 振动 , 从而 测量 检 波 器 的 特性 . 

?7.5.2 数字 滤波 裤 积 公式 的 证 明 

设 有 一 线性 系统 , 而 且 它 具有 时 不 变性 质 , 该 系统 对 单位 脉冲 
6(t 一 7) 的 响应 为 h(t,t) 则 

TC 一 T)] = ht,T) (7-63) 

可 以 证 明 , 如果 h(t,7) 已 知 , 则 这 个 系统 即 被 完全 表征 ， 亦 即 , 这 个 
系统 对 任意 输入 z(0) 的 响应 y(t) ,可 借助 于 h(4,7) 获 得 . oo 

根据 5 函数 的 积分 性 质 ， 将 *(0) 表 示 成 防 冲 sD 之 和 
加 ， 即 


. fe 
z(t) =| x(T)dt 一 Tdv 
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又 由 线性 系统 的 性 质 , 我 们 得 到 
7rz(0] = >z(D7Gid 一 Dar 
=| zh Dar 
即 加 . 
y(t) = TCz(t)) =| TCORG, dr (7-64) 


由 于 这 个 系统 是 时 不 变 的 ， 即 系统 对 单位 脉冲 52) 的 响应 为 hC2)， 
亦 即 


TS(0)) = h(t) (7-65) 
所 以 , 当 输 入 延 时 + 时, 其 输出 也 延 时 7, 而 特性 不 变 , 即 ， 


TOG 一 rz] = hr) (7-66) 
根据 (7-63) 式 , 显然 有 | 
h(tsr) = h(t — rt) 

将 其 代入 (7-64) 式 , 得 到 对 一 个 线性 时 不 变 系统 任意 的 输入 z(i)， 

其 输出 y(t) 可 单独 地 由 h() 获 得 , 即 


y(0) -| ht — Tdt =— z(t) x h(t) 


7.5.3 6- 攻 数 在 脉冲 反 初 积 中 的 应 用 


用 了 瞬 变 冲 击 力 震源 激发 产生 的 地 震波 ,是 脉冲 波 ， 这 种 波 向 地 
下 岩石 介质 中 传播 ， 经 地 层 系统 作用 后 ， 我 们 观测 到 的 结果 ， 已 不 
再 是 一 个 尖 脉 冲 波 了 ，, 波 的 周期 变 大 . 我 们 把 观测 的 这 个 结果 用 数 
学 形式 表示 为 


， 
(1) 地 层 模 型 “|z(C7 fr 反 徊 积 算 子 a(1) 5 人 


本 7 
z(D 一 wxROO 
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或 者 是 离散 形式 国 

zn) = wn) # BR(s) 
即 简单 地 看 作 地 震 子 波 w(t) 与 地 层 界 面 反射 系数 RG) 宰 积 的 结果 . 
由 于 这 种 信号 的 分 辩 率 受到 限制 , 不 易 区 分 相 邻 界面 上 相应 的 波 ， 
所 以 ,在 信号 的 计算 机 处 理 时 , 就 是 使 z() 信 和 号 恢复 到 未 受 地 层 作 
用 前 的 尖 脉 冲 状 . 即 引 入 一 个 算 子 ott), 使 

z(t) x alt) = $0) : (7-67) 
信号 <(0 经 算 子 a(t) 作 用 后 的 结果 是 站 函数 . 这 一 过 程 就 是 地 球 物 
理 勘 探 中 的 反 福 积 ， 或 称 反 滤波 ， 如 图 7-5 所 示 , 不 同 的 反 福 积 方 
法 , 反 裙 积 算 子 a(t) 的 求 取 方 法 不 同 . 脉冲 反 袜 积 法 中 c(0 是 采用 如 
下 最 小 平方 法 获得 的 . 

设 实际 输出 为 y(t)， 期 望 输 出 为 尖 脉 冲 一 一 5 函数 ,二 者 在 最 

小 平方 意义 下 ， 即 


= Ta (7-67) 
使 Q 值 最 小 . 为 此 ， 计算 如 下 偏 导数 ,并 令 其 等 于 0, 即 
芝 = 去 [ (y.— 6.)) =0 (7-68) 


式 中 ys 一 A I 一 3 ac -于 是 (7-68) 式 变 为 


3b >» 人 > qe — 6) )=0 (7-69) 
将 上 式微 分 算出 来 并 整理 ， 
pk 人。 :一 Das, (7-70) 


由 (7-70) 式 解 得 反 宰 积 算 子 6， 再 用 与 . 神 积 ， 便 可 得 到 尖 脉 
冲 , 即 


ox = G8) : (7-71) 
7. 5.4 提高 信号 信 噪 比 的 处 理 方 法 


提高 信号 的 信 噪 比 是 地 球 物理 勘探 中 最 重要 ,也 是 经 常 要 采用 
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的 处 理 方 法 . 该 法 通常 是 使 用 滤波 来 消除 曲 声 ,对 不 同 的 曝 声 , 利 
用 不 同 的 滤波 器 ， 而 -函数 的 引入 ,对 于 描述 滤波 器 的 特性 ， 有 着 
重要 的 作用 . 

1. 无 畸变 滤波 器 特性 的 描述 

这 种 滤波 器 的 输出 信号 ， 只 是 输入 信号 的 延迟 和 线性 变化 ， 并 
不 发 生 奇 变 , 它 的 振 辐 特性 是 个 常数 ， 相 位 特性 是 线性 的 . 即 ， 

17(Co)1 =k (G4 为 常数 ) 
9p(o) 一 ol (7-72) 

水 印 4 一 be-“ 如 图 76) 所 示 根据 机 娄 的 侍 氏 变 扫 其 时 间 
特性 为 


hb(r)} 


图 7.6 无 畸变 志波 器 的 频率 特性 和 款 冲 响应 
如 图 7-60) 所 示 . 再 利用 4- 函 数 的 性 质 ， 经 此 滤波 器 的 输出 结果 为 


y(t) =| z (Th rd 


=| -CnDiidt — to — rT)dr 
=kz(t — to) 、 (7-74) 
2. 理想 全 通 滤波 器 特性 的 描述 
理想 全 通 滤 波 器 的 振幅 频率 特性 是 常数 , 而 相位 频率 特性 在 菜 
一 截 频 之 内 是 线性 的 ,在 此 截 频 之 外 是 常数 ， 即 
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18Co)1 = “(为 常数 ) 

a ol < 

to lo| > %, | 
为 简便 起 见 , 假设 4 一 sr/ ， 其 频率 特性 万 Co) 可 素 示 为 - 

有 Co) = bye Go) + EC — guo (7-75) 
它 可 分 解 为 两 个 滤波 颖 来 表示 ,其 中 第 一 个 光波 笑 为 具有 线性 相位 
的 理想 低 通 滤波 器 ， 记 为 
帮 (o) = bgs, (oe “。 
第 二 个 滤波 器 是 具有 和 堆 延迟 的 理想 高 通 波 波 器 ， 记 为 
Hi(o) = (一 DEC1 一 go(o)] 

由 4- 函数 的 性 质 ， 这 两 个 滤波 器 频率 特性 的 传 氏 逆 变换 分 别 为 ; 


k , 
h(t) 一 二 sino'(t 一 加 ) 


p(w) = 


iD 一 (一 TD 十 (一 1 sino 《7-76) 


所 以 , 全 通 滤波 器 的 时 间 特 性 可 以 写成 
AD) =h (6) + htt) 


kK 。 
= Zsinott 一 to) 


二 TU + CC iy Sn (7-77) 


3. 90" 相 移 滤波 器 特性 的 描述 
90* 相 移 滤波 器 特性 的 获得 种 借 动 于 希 尔 伯 特 变换 ， 即 实 连续 
信和 号 作为 仅 含 正 频率 成 分 的 复 信 号 的 实 部 (参看 本 书 第 五 章 8 5. 4 
中 的 5. 4. 1 实 连 续 信 号 的 复 信和 号 表示 ), 设 z() 为 实 连 续 信 和 号， 其 频 
谱 为 X(f), f 为 频率 ，X(f) 满 足 XX(f)= 二 X( 一 f), z(4) 可 表示 为 
z(t) =| Xoraf 
=| ~ Xenay 十 | "XC ed 


因为 X( 一 人 = 多 (用 ， 所 以 
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| 十 oo X( 一 Je-anndf =| Oxf)emrgf 4 
0 0 
因此 , z(2) 又 可 表示 为 


z(t) = relf ”2XCernaf] (7-78) 
令 
PCt) -| 2X(f)endf (7-79) 
p(t) 称 为 z() 的 复 信 和 号. 
设 p(t) 的 频谱 为 p(f), 则 由 (7-79) 式 知 
2X(f) >0 
一 (7-80) 
?7 | f<0 


由 (7-80) 式 看 到 复 信号 p00) 的 频谱 p(7) 在 f<0 时 为 0. 同时 ,还 可 以 

看 到 ,p(f) 是 由 X(f) 滤 波 得 到 的 ， 滤波 器 频率 响应 为 
2 f>0 

Hi(f) = | jo (7-81) 

的 时 间 丁 数 为 h(t), 从 联 代入 的 频谱 

| = 3 + ne 560) 十 -一 - 取 7 

获得 ， 即 是 
局 (0 = 600 十 i 二 (7-82) 


由 于 p(f) 二 有 (J)X(f) 和 (7-82) 式 , 得 复 信号 p(2) 为 
P(t) =h 0) x z(t) 


=(6(0) 二 i 1 x* z(t) 
mt 


一 z(O x G0) 十 i 0) 


‘=z() 二 二 (1) (7-83) 
其 中 iD 一 二 xz(0. 我 们 称 *(D 为 (1) 的 希 尔 伯 特 变换 ， 并 称 h(t) 


= 二 为 希 尔 伯 特 滤波 因子 ， 其 频谱 为 
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i 1>0 


HD= |, f<0 
它 还 可 以 表示 为 
HOf) = en 
式 中 
一 也 f>0 
9(f) = (7-84) * 
也 f<0 


(7-84) 式 中 的 p(f) 便 表示 为 90° 相 移 滤 波 . 
4. 理想 高 通 滤 波 器 的 脉冲 响应 


理想 高 通 滤波 器 的 胀 冲 响应 为 
0 fi 和 fi 
mn 天 < 二 芒 


式 中 妃 是 高 截 频率 ，4 是 采样 问 隔 . 
H,( 了 ) 可 以 通过 理想 低 通 滤波 器 的 频率 响应 玉 (用 求 得 ， 即 


1 
ND=1- HH, lfl< 
由 此 式 可 立 训 得 到 相应 于 有 ,《f) 的 时 间 函 数 h(n) 


1 
h(n) =| 人 H, (fe df 
了 
1 了 
=| ermdf -| “Hi(ferm df 
4 24 
=160n) — Lsin2zfin4 (~— oo 二 < 二 co) (7-85) 
A nrA 


7. 5.5 信和 号 采样 过 程 的 数学 描述 


地 球 物理 勘探 里 ,信号 分 析 或 采集 过 程 中 , 为 便于 计算 机 进行 
数字 处 理 , 常 将 获得 的 连续 信号 (或 模拟 信号 进行 采样 离散 . 一 个 
连续 信号 的 离散 时 间 采 样 过 程 ， 可 以 看 作 是 一 个 脉冲 调幅 过 程 ， 被 
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调 的 脉冲 载波 是 一 系列 周期 为 44(hs 或 ms)， 宽度 为 7 的 脉冲 方 波 ， 
即 顺序 采样 脉冲 信号 ， 而 调制 信号 就 是 输入 的 连续 信号 . 采样 脉冲 
宽度 ( 指 采样 后 的 输出 )7 越 小 ,采样 后 的 离散 子 样 就 越 准 确 地 反映 
出 连续 信号 在 离散 时 间 点 上 的 瞬时 值 , 当 采 样 后 输出 的 脉冲 宽度 了 
过 二 4， 采 样 脉冲 就 越 接近 于 5- 函数 ,我 们 定义 这 是 理想 采样 ， 即 
假设 7 趋 于 零 的 极限 情况 . 这 样 所 获得 的 采样 序列 表示 成 一 个 冲 激 
了 薄 数 序列 5Cx). 如 图 7-7 所 示 . 


pau) (1) 


图 7-7 离散 脉冲 序列 
冲击 脉冲 序列 pC) 表示 为 


oo 


PD = 2) 6 — nht) (7-86) 
所 以 ,采样 后 输出 信号 的 脉冲 序列 则 表示 为 
7() = 2() ,p(t) = 3 2z(054 一 nht) (7-87) 
由 于 6Q 一 n46) 仅 在 t=n4t 时 不 等 于 零 ， 因此， 上 式 又 可 写成 
z(t) = 5 zmM)6(t 一 ndt) (7-88) 


(7-88) 式 表明 理想 采样 ,是 连续 信号 在 各 采样 瞬间 值 , 同 相应 
时 间 延 迟 的 冲 激 脉冲 5- 函数 禄 积 之 和 
高 散 信号 的 频谱 的 措 述 是 必要 的 , 用 X(o) 表 示 原 连续 信号 的 
频谱 ， 即 
和 (oO) =| se (7-89) 


用 (w) 表 示 采 样 后 输出 信和 号 的 频谱 函数 ,pC6) 可 用 傅 氏 级 数 表示 ， 
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即 


_ | | 
p(t) = > Cues (7-90) 
” 式 中 系数 C- 由 下 式 确定 
和 得 
ao 一 工 | > 50 — nlt)e- modt (7-92) 
由 于 在 一 个 周 
期 [一 他， 9 F -i[p(1)] 
内 , 仅 有 一 个 
脉冲 6G() ,其 
它 脉 冲 6 一 
m4t) 当 mn 关 0 EE 
时 都 在 积分 区 
间 以外， 因 图 7-8 脉冲 序列 术 状 谱 
此 , C0, 又 可 写 
成 
0, 一 元 | ae ‘dt 一 元 
于 是 , 得 
p(t) 一 过 2 einout (7-93) 


(7-93) 式 说 明 、 冲击 驴 冲 序列 re 是 呈 梳 状 的 (如 图 7-8 所 
示 ). 
采样 后 和 


对 (ww) 一 二 下 | x(t)e™ i wo dt 
由 (7-89) 式 , 知 
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j De 一 Co — mo) 
于 是 , 有 ， 
十 ce 


7.5.6 求 取 地 层 反 吸收 因子 的 方法 
在 野外 观测 到 的 地 震 信 号 , 是 原来 震源 发 出 的 尖 脉 串 #- 函 数 为 
输入 信号 , 经 大 地 滤波 后 输出 的 结果 , 它 大 大 地 降低 了 对 地 层 的 分 
辨 力 . 其 原因 是 地 层 对 地 震波 吸收 作用 的 结果 , 大 地 相当 于 一 个 低 
通 滤波 器 ,这 种 吸收 作用 可 以 这 样 来 描述 . 假设 地 震波 由 4 点 开始 
传播 , 经 过 时 间 了 后 ， 波 向 下 传播 到 万 点 ， 波 在 这 一 传播 过 程 中 ， 
受到 地 层 的 吸收 ,吸收 因子 令 为 9(09， 此 时 的 波 函 数 可 表示 为 
za(t) = z(t) ¥ g(t) (7-94) 
其 中 za) 代表 点 处 的 波 函 数 , zs) 是 4 点 处 的 波 函 数 . 
在 频率 域 中 (7-94) 式 可 表示 为 
Xa(oO) = Xv) + QO(w) 
我 们 要 想 从 观测 到 的 地 震 记 录 中 ， 消除 地 层 的 吸收 作用 , 则 必须 求 
取 一 个 函数 1Q), 使 其 满足 
9 #10) = 6(7) (7-95) 
其 中 74) 是 反 地 层 吸收 作用 的 函数 , 被 称 为 地 层 反 吸 收 因子 ,或 叫 
地 层 吸 收 补偿 函数 , 5(4) 是 尖 脉 串 函 数 . 
在 频率 域 中 (7-95) 式 ， 可 以 写 为 


6@(o) .1(o) = io) =1 (7-96) 
_6w) 1 
(0) = joo) = a) (7-97) 


用 所 获得 的 地 层 反 吸收 因子 7(0) 或 Ko)， 对 所 观测 到 的 地 震 记录 进 
行 滤波 ， 就 能 消除 地 层 的 吸收 作用 , 这 可 以 提高 地 震 记 录 的 分 辩 
力 . 


7.5.7 ”地震 子 波 的 整形 处 理 方法 
在 地 震 勘 探 资料 数字 处 理 中 , 经 常用 到 地 震 子 波 , 特别 是 要 求 
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最 小 相位 的 地 震 子 波 . 炸药 爆炸 产生 的 地 震 子 波 是 最 小 相位 的 . 而 气 
枪 或 其 它 非 炸药 震源 激发 的 地 震 子 波 , 往往 是 非 最 小 相位 的 , 因 
此 ,所 得 到 的 地 震 记 录 也 是 非 最 小 相位 的 . 如 果 使 地 震 子 波 变 成 最 小 
相位 , 并且, 使 地 震 记录 也 变 成 最 小 相位 ， 这 就 需要 做 子 波 整形 处 
理 一 一 最 小 相位 化 . 我 们 这 里 以 气枪 子 波 最 小 相位 化 处 理 原 理 为 例 ， 
说 明 6- 函数 在 其 中 的 重要 应 用 . 
设 气枪 子 波 用 s(0) 表 示 , 使 s(t) 变 成 最 小 相位 需 借助 一 个 算 子 
x(t) ,z( 少 是 待 求 的 , 把 它 与 子 波 a(t) 作 裙 积 运 算 便 可 获得 一 个 最 小 
相位 的 子 波 , 设 最 小 相位 子 波 用 20 表示 ， 即 
s(t) # z(t) = b(t) (7-98) 
在 频率 域内 ，s(i) 的 频谱 函数 为 5(f), z(t) 的 频谱 函数 为 (f), 5(2) 
的 频谱 函数 为 BCf)., 这 样 (7-98) 式 写成 频率 形式 则 为 
S(f) .xX(f) = BF) (7-99) 
sl 四 是 实 函 数 时 ， 期望 输出 的 最 小 相位 子 波 8) 的 振幅 谱 1B(F) | 和 
子 波 *(4) 的 能 量 谱 相等 . 也 就 是 所 进行 的 滤波 是 纯 相 位 滤波 . 即 用 数 
学 形式 表示 为 
lsCAP = IB 
亦 即 
S(f)* S(— f) = Bf) :BP(— Ff) (7-100) 
于 是 , 由 (7-99) 式 可 得 


KF) Bf) BI) 8(— 1) BY) S(T1) 
S(f) S(f). S(— 7) B(f) . B(— f) 


SD yp 
pHs ND HD (7-101) 


其 中 ，5( 一 了 ) 是 sb 的 翻转 函数 s( 一 眉 的 频谱 ，B( 一 了 ) 是 5(4) 的 翻 
转 函 数 六 一 旋 的 频谱 ， 末 (一 妃 是 40 的 翻转 函数 h( 一 悄 的 频谱 . 又 ， 


= 1 
H(~f) = FA (7-102) 


为 了 求 算 子 *(0 的 频谱 XCf) ,必须 首先 求 得 万 (一 亡 . 我 们 可 利用 最 
小 平方 法 ,从 (7-102) 式 中 求 得 万 (一 了 ) ,将 (7-102) 式 重 写 为 
厅 ( 一 用 ,有 (一 四 一 1 
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或 

H(f) . B(f)= 1 (7-103) 
在 时 间 域 内 ，(7-103) 式 可 写 为 

b(t) x h(E) = 04) 


或 
> bt 一 hr) = 6() (7-104) 
hl) 和 5 在 最 小 平方 意义 下 满足 
9 = » C 3 2 一 DAT — dO) (7-105) 
© 值 最 小 , 且 
9 _ 
入 一 人 
即 


本 
MO = 22 (20 — DAD 一 460] html)=0 


对 该 等 式 进行 整理 ， 得 
2 Do Do dat) = Toot) 
上 式 又 可 写 为 
ZACRGr — 0) = Dio —0) (7-106) 


(7- 106) 式 右 端 是 单位 脉冲 和- 函数 与 期 塑 子 波 的 互相 关 函 数 ， 仍 为 一 
个 单位 脉冲 函数 ,所 以 (7-106) 式 可 以 表示 为 
2 Rr — Dh(r) 一 6(0) (7-107) 
解 此 线性 方程 组 ， 可 求 得 h(t), 再 根据 (7-101) 式 求 得 算 子 z()， 即 . 
z(t) 一 3S( 一 站 x h(— t) 


亦 即 最 小 相位 化 算 子 z() 等 于 气枪 子 波 的 翻转 序列 *( 一 妨 与 AD) 翻 
转 序列 (一) 的 初 积 . 


一 355 一 


第 八 章 5- 函数 的 其 他 应 用 


64- 函数 的 应 用 领域 极为 广泛 ,本 章 将 再 列举 电动 力学 .随机 分 
析 \ 水 文 地 质 、 光 学 和 量子 力学 中 几 个 例子 . 一 方面 说 明 诸多 领域 中 ， 
都 离 不 开 46- 函数 这 个 非常 有 效 的 数学 工具 ; 另 一 方面 也 进一步 阐明 
5- 函数 的 性 质 的 应 用 . 


§$ 8.1 电动 力学 的 基本 方程 和 
辐射 能 量 的 计算 公式 


8. 1. 1 电动 力学 的 基本 方程 


在 电动 力学 中 ,为 了 计算 两 个 运动 着 的 电子 的 相互 作用 能 及 其 
辐射 能 量 ,必须 先 建立 起 经 典 电动 力学 的 林 本 方程 , 即 称 之 为 麦克 斯 
韦 - 罗 伦 兹 (Maxwell-Lorentz) 方 程 . 为 了 不 影响 我 们 的 主要 任务 , 即 说 
明 5 函数 的 应 用 ,这 里 略 去 概念 的 叙述 ,首先 从 被 称 之 为 麦克 斯 韦 - 
罗 伦 兹 的 电磁 场 方程 


月。 四 
ee = |。 (z — lds (8-1) 


来 讨论 . 其 中 万 , 称 为 电磁 场 张 量 ;14,4、y 为 附 标 , 且 4,4,y=0,1,2， 

3;z 为 H 的 坐标 分 量 ;2 为 基本 粒子 速度 矢量 的 微 商 ;c 为 光速;e 为 

电荷 ;pCz 一 6) 为 电流 密度 ， 心 为 粒子 坐标 的 微分 元 素 - 
车 对 于 点 电荷 ,有 


pr— A =p— ET tT) ” 《8-2) 
将 (8-2) 式 代入 (8-1) 式 ,并 利用 4- 函 教 的 性 质 1. 5, 邹 
stp) = DFT st) (8-3) 
上 一 让 


oj (x1) 
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有 


OF ,, 一 4re deg) 一 


dz， ec dr ) (8-4) 


其 中 ,对 56 一?) 的 积分 ,是 在 r=t 的 条 件 下 积分 的 . 所 以 , 称 (8-4) 式 
为 四 维 情形 的 麦克 斯 韦 - 罗 伦 兹 方程. 我 们 知道 ， 电磁 声张 量 用 与 矢 
势 A 有 旋 度 关系 式 ， 


ah: a4 
万 ， 一 2 一 (8 5) 
相 联 系 ,从 而 ,要 确定 Hs 它 可 以 表示 为 
aH,, 9H, Lm 
十 十 一 一 FE = 0 (8-6) 


从 而 ,我 们 又 可 以 把 点 源 存在 的 考 克 斯 书 方程 (8-4) 式 表示 为 儿 量 形 
式 i 站 


1l19E 4 
rotH 一 二 字 一 -人 wu6() -9 | (8-7) 
divE = 4xed(y — &) (8-8) 


其 中 ,rotH 为 辜 吕 强度 的 识 朗 ， divE 为 电场 强度 的 散 度 ,w 是 粒子 的 
三 维 运 动 速度 , 即 v= 
用 三 维 来 表示 , (6 5) 式 便 是 


Ho=rotAh | (8-9) 
E=— ?从 一 gradyp (8-10) 
从 而 ( 考 克 斯 书 - 罗 伦 效 方程 的 矢量 形式 便 是 
rotB 十 0 C811) 
divH =0 (8-12) 
现在 我 们 转 而 讨论 在 罗 伦 兹 补充 条 件 
div4 十 二 宪 =0 (8-13? 


之 下 ,来 解 方 程 (8-4) 式 ,以 便 求 得 著名 的 林娜 - 威 夏 (Lienard- 
Wiechert) 势 . 首先 ,将 (8-5) 式 代入 (8-4) 式 中 ,然后 利用 格林 函数 
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C 2 2 -了 _ _ 
9 一 本 5 eT) + e TFT) (8-14) 
则 得 
4. = | és| pr — ER: — ET) C+ eno 序 DD) (8-15) 
其 中 ,R=r 一 r',7T=t 一 (dz') 二 (dr')di, 而 : 随 获 我 们 取 推 迟 势 、 


超前 势 或 这 种 及 另 一 种 势 之 和 的 一 半 , 将 相应 地 等 于 十 1、 一 1 或 0. 
对 于 点 电子 引用 (8-2) 式 ,其 推迟 势 的 解 可 化 为 
GT 一 上 十 R’ 
4 = .| 一 一 过 一 一 (8-16) 


其 中 R'=y (4) 一 6 (7),7r 为 时 间 . 将 三 维 运动 速度 o 代入 , 则 得 标 势 
9 及 矢 势 4 的 下 列表 达 式 


p=é | Rr (8-17) 


A 一 二 | dr «(8-18) 


在 (8-17) 式 中 ,对 时 间 * 积分 ,并 考虑 到 R' 依 存 于 7, 以 及 再 次 
应 用 4- 函数 的 性 质 1. 5, 即 (8-3) 式 ,同时 ,注意 


RR (8-19) 


其 中 ,R'。 二 R'/|R'| 是 单位 矢量 ,而 方程 一! 十 和 ==0 是 用 来 决定 时 
- 间 z 的 , 则 有 
9 一 一 一 一 (8-20) 
r+ =) RCl— 也 ) 
A=— 0 (8-21) 
cR'(1— 也 ) 
(8-20)、(8-21) 式 便 是 著名 的 林娜 - 威 夏 势 . 


利用 (8-20) (8-21) 式 , 便 可 进一步 求 得 两 个 运动 点 电荷 之 间 的 
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相互 作用 能 Vsz. 在 电动 力学 中 ， 我 们 知道 ， 这 个 作用 能 的 计算 公式 
是 : 


yo 一 eg — (014s) (8-22) 
其 中 e 及 中 是 第 一 电子 的 电荷 与 速度 ,而 gy 及 4: 是 第 二 电子 在 第 一 


电子 所 在 点 处 产生 的 电磁 势 . 如 果 我 们 在 (8-22) 式 中 ,用 林娜 - 威 夏 
势 p、A4 分 别 代替 gy 和 4, 则 Vs 的 值 便 立 即 可 得 了 . 


由 于 Vs 依赖 于 两 个 不 同 的 时 间 t 及 ! 一 全 ,此 处 的 是 二 电子 
间 的 距离 ,为 此 我 们 把 4- 函 数 对 量 二 展开 , 即 
b(t 一 上 十 之 ) 一 6(r 0) + rt) 


十 外 所 sr 一 人 十 … (8-23) 
计算 pz 时 ,只 取 (8-23) 式 的 前 三 项 ;计算 A: 时 ,只 须 取 第 一 项 便 满 是 
要 求 .于 是 ,将 (8- 23) 式 代入 (8- 17) 和 (8-18) 式 中 ,并 利用 函数 的 
性 质 1. 2 得 


92 =e 二 二 [idr 一 全 十 呈 一 Cr 一 中 十 人 dr — jr 
ez dR 
一 姑 十 先 py . (8-24) 
As 一 所 | ur) g(r — dr = 2 (8-25) 


其 中 8 为 二 电子 间距 离 ,为 第 一 个 电子 的 速度 RE 对 6 函数 和 对 它 
的 导数 的 积分 ,都 是 对 同一 时 刻 上 进行 的 ,把 (8-24) 和 (8-25)? 式 代入 
(8-22) 中 , 便 可 求 得 二 运动 的 点 电荷 间 的 相互 作用 能 V2. 


8.1.2 电子 的 辐射 能 量 


根据 电动 力学 的 基本 方程 (8-11) 和 (8-12) 式 ,利用 林娜 - 威 夏 
势 , 从 (8-9) 和 (8-10) 式 出 发 ,就 可 以 推导 出 两 个 运动 的 电子 的 辐射 
能 的 计算 公式 . 
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根据 麦克 斯 韦 方 程 可 知 ,4 和光 浦 足下 列 非 齐 次 波动 方程 


V:A 一 去 写 EA 和 =0 (8-26) 
vip— L994 4rp =0 (8-27) 
到 一 


其 中 ip 分 别 代表 电流 和 电荷 密度 ,7 是 险 密 顿 算 子 . 从 电磁 场 理论 
又 知 方程 (8-11)、《8-12) 式 的 解 A、9 又 与 所 谓 罗 伦 兹 条 件 (8-13) 式 
相 联系 其 . 因此 ,由 (8-26) 式 解 出 4, 将 (8-13) 式 对 时 间 上 积分 即 可 求 
得 的 值 . 

利用 四 维 傅立叶 变换 解 (8-26) 式 ,并 注意 其 反 演 定理 和 福 积 定 
理 ,得 


人 rr) 


] f+ i(z’ Y's2 一 
Alz,y,2) 一 lll 


rr 


dz'dy'dz' (8-28) 
其 中 r=zi 十 闪 十 观 ,r' 一 2 让 久 有 2 下:72 一 闻 十 关 十 光 . 


joo PL 2 一 b=") 
ops = rr 
，A(z,y,z2) 称 为 推迟 电势 ,并 且 在 解 得 (8-28)、《8-29) 式 时 ,假设 了 当 r 
一 co ,li 一 oo 时 ,A 与 9g 都 趋 近 于 零 . 
假设 电子 在 1 时刻 的 位 置 是 (zo,y6,20) ,那么 ,我 们 取 iCz' ,yz'， 
站 一 elr' 一 TV (to). 其 中 V(to) 是 速度 和 失 量 ,6(r)==6(z)6(y)6(z) 为 三 
维 0- 函数 . 将 im ,y ,z' ,t) 的 表达 式 代 入 (8-28) 式 中 ,得 


dr'dy'dz' (8-29) 


,pr Sr — FVC— =" 
AT ,用 = < 用- rd de (8-30) 
其 中 VD 一 织 , 而 t= 一 -一 .于 是 ,有 
az _ dx , -i (x’ 一 z)V, 
0 WW a clr—r’| 
WN, PD, 
a’ WW aa cr 一 | 


引用 新 的 积分 变数 4.wsy 来 分 别 代替 x ,yz , 其 中 2 一 盖 一 rm, 那么 ， 
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就 有 


D4) Dv) 
w=!+ clr—r’| dy clr—r!’| 
9% (x' —2)V,(t) dp _ Cs—zr)V(e) 
和 一 elr-r| dx clr—r’| 
an (y 一 9 )P， (0) ， - 经 _ (2 —2z)V, (0) 
wl1t clr—r’| az clr—r'| 
9y_ (z'—zr)V.(t) PV) 
a cr Ed clr—r’| 
Oy __ 1 (2 —2)V.(t) 

1+ clr—r’| 


其 中 PCD) ,VV ) 为 速度 矢量 VCO) 的 三 个 分 量 . 从 而 , 雅 可 比 
行列 式 为 


ap jr — rr)V() 
az sy 0) clr—r'| 
即 
dz' dy' dz! dindy ~ 


7 一 一 一 (8-31) 
rr ti rve) 
将 (8-31) 式 代入 (8-30), 并 利用 5- 函数 的 性 质 进行 简单 的 积分 运算 
便 得 . | 
eV(t— 正二 mm|) 
Art 一 一 一 一 一 一 一 一 (8-32) 
clr 一 ro|l 十 (re 一 r)VY( 一 一 ) 
令 及 =ro 一 r 沙 一 :一 |RI/e, (8-32) 式 可 化 简 为 
Ve ) 

c[a] 二 RVO) 8-33) 
类 似 地 ,于 (8-29) 式 中 ,将 电荷 密度 代 换 以 5 函数 , 即 pl(r,) = 
eb(r 一 ro). 所 求 之 纯 量 势 p 的 表达 式 为 


A(r,) 一 


ce 
glr,t) 一 oflRT FR. VG) (8-34) 


在 非 相 对 论 的 速度 范围 内 ( 即 速度 1V 1 过 <c 时 ) (8-33) 式 可 以 
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写成 


A(ri) = RY) 


从 而 ,由 (8-10) 式 知 , 当 半 径 R 充 分 大 时 ,就 有 


e 


五 三 一 zmR X Ve)) 
类 似 地 ,可 以 证 明 


1 
E= 大 TCR x H) 


并 且 ,矢量 ceCEXH)/4x 沿 一 个 半径 充分 大 的 球面 上 求 积分 , 便 可 
推出 以 微小 速度 VC 而 运动 的 加 速 质点 ,在 单位 时 间 内 所 辐射 的 能 
重 为 222V:/3c', 于 是 , 便 得 到 了 运动 的 电子 的 辐射 能 量 . 

从 上 述 推导 不 难看 到 , 正 是 利用 了 电流 和 电荷 密度 可 以 表示 为 
5- 函 数 这 一 特性 ,及 其 4 函数 固有 的 性 质 , 才 使 问题 得 到 顺利 的 解 
决 ; 否则 ,要 解 (8-29) 和 (8-30) 式 ,将 是 极为 困难 的 ,即使 解 出 来 ,其 
复杂 程度 也 会 令 人 生发 的 . 


3 8.2 富 克 尔 - 普 郎 克 (Fokker-Planck) 方 程 


本 节 将 通过 随机 过 程 中 ,推导 重要 的 富 克 尔 - 普 郎 克 方 程 ,说 明 
4 泛 数 的 性 质 的 应 用 . 

我 们 知道 ,随机 过 程 可 以 按 记忆 性 分 类 ,在 各 个 时 刻 由 随机 过 程 
所 定义 的 随机 变量 之 间 都 互相 独立 时 , 称 为 没有 记忆 的 随机 过 程 或 
称 为 纯粹 随机 过 程 ; 当 现在 时 刻 的 随机 变量 只 依赖 于 最 近 的 前 一 时 
刻 的 随机 变量 时 , 称 为 一 步 记忆 的 随机 过 程 , 或 称 为 马尔 可 夫 过 程 . 
当 依 赖 于 前 几 个 时 刻 的 随机 变量 时 , 则 称 为 多 步 记忆 的 随机 过 程 , 或 
称 为 高 阶 马尔 可 夫 过 程 . 

用 函数 表示 阶梯 函数 在 跳跃 点 上 的 导数 ,那么 ,它们 也 可 具 
有 相应 的 密度 函数 . 设 随机 变量 X 仅 在 (mayz，…z) 点 上 有 值 , 则 它 
的 概率 密度 函数 可 表示 为 

一 362 一 


fan(X) = Sp — 2;) (8-35) 
其 中 P=P(z=2/) ,j=1,2,°,% 
马尔 可 夫 过 程 X(4) 完 全 由 其 一 阶 概率 密度 函数 fiw (zo,w) 及 其 
转移 概率 密度 函数 gy(z ,tizo,46) 所 描述 . 若 f(zo,4) 已 知 , 则 过 程 
的 性 质 完全 由 gt (z,tilzot) 所 决定 ,同时 ， 又 知 gi Czytizo,6) 是 由 
查 普 曼 - 柯 尔 莫 棵 洛 夫 - 斯 莫 卢 乔 斯 基 (Chapman-Kolmogorov-Smolu- 
chowsk ) 方 程 
gis lr tz 2 ,1) -| dled (8-36) 
所 控制 . : 
(8-36) 式 这 个 积分 方程 ,一 般 总 是 通过 与 其 等 效 的 微分 方程 来 
确定 转移 构 率 密度 函数 的 . 那么 ,如 何 找到 这 个 微分 方程 , 便 是 下 面 
要 完成 的 主要 任务 . 
先 将 (8-36) 式 改写 成 
qin (r,t Atl|zo, to) =| gm Cz zrosto) qu Cz st Ailz' ,tdz . 
(8-37) 
并 用 M200,t 十 刀 |z', 引 表示 随机 变量 4X=z*(t 二 40 一 z(0) 在 条 件 
z(l)=z' 下 的 条 件 特征 函数 , 即 
Mi Ot t+ Ailz' st) = Ele lz’ -=| egin zt Mlz' st)dz 
(8-38) 
其 中 Ar=z 一 zr 
为 了 保证 上 述 特征 函数 的 存在 ,转移 概率 密度 函数 应 该 是 标准 
化 了 的 , 即 对 任意 的 z' .it 及 4t, 有 


十 oo 
| In dtlz’ ,0dr = 1 (8-39) 


为 了 求 得 (8-38) 式 中 的 golzyt 十 4it|z' ,0), 取 (8-38) 式 的 傅 民 道 变 
换 , 即 得 


galzst + 和 zz = 冯 | ~ ee Mo (Ost + ht)z' ,4)d0 (8-40) 
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将 Hum(O 二 4ilz 在 0 一 0 附近 展 成 泰勒 级 数 ， 即 
Mis (C0, t+ 4#|z ,0) = > Ya, 1) (8-41) 


其 中 设 a.(z' ,Ds 二 1,2,…) 都 存在 ， 站 要 二 为 
aa(z 1) 一 有 (4z) |x' 0) = B{lz(t + AM) 一 zz 人 = 2'} 
(8-42) 
将 (8-41) 式 代入 (8-40) 式 ,得 
(10)" 


1 十 oo - bd 
了 一 一 一 办 5z 
gazt + Ailz' ,t) = 去 | ~ 2 , i 


d(x’ ,td0 


-> = CD (n,0) l 去 | (一 i0)'e -ed0 


又 由 4- 函 数 的 性 质 1. 4, 即 \ 
+=” sas 9 6C4) i 
去 | (~ ed = 


所 以 ,(8-40) 式 变 为 
quail(z,t 十 hilz',t) = 25 (一 D's / ) 4s) 
再 由 4- 函 数 的 性 质 1. 3 
| 了 (z)6o (z — §)dz = (— 1)°f "Ce) 


于 是 ,将 (8-43) 式 代入 (8-37) 式 , 则 得 
qi zst + Atlzo ,to) 


*) 
.= Tye ts) 3 = a Cr’ yt o ar 


(8-43) 


+=~0 


S 一 到 
之 《 一 CC2 tro to)as (21 ， 1) Td) 


加 人 本 C3 Be 
= Er DG 1 gts (zt |zo0, to)) 
请 注意 , 当 4z 一 0， 2 一 z, 上 式 变 为 
quart t+ Mt|zo,to) 一 qi (xz tzro ,bo) 


= SD = 9 Cass tg Cz,t)z054)) (8-44) 


naw 人 0 
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在 (8- 人 下风 全 4 并 当 4->0 时 取 极 限 , 得 


Ep n(z,t|zo, 1) = > Cl i Fs Co,Cz, gzst leo )) 


(8-45) 
其 中 


qzt) = lm 元 )8(Cz(t 十 4) — z(D]|z(0 一 村 


(8-46) 
一 般 称 a.(z, 站 为 随机 过 程 X(O0 的 导数 矩 . (8-45) 式 便 是 我 们 要 求 
的 ,与 控制 转移 概率 密度 函数 积分 方程 (8-36) 式 等 效 的 微分 方程 . 当 
给 定 了 随机 过 程 的 导数 矩 适当 的 初始 条 件 和 边界 条 件 时 ,转移 概率 
密度 函数 就 可 以 由 (8-45) 式 确定 出 来 . 

然而 (3-45) 式 ,在 实际 应 用 中 局 限 性 很 大 ,因为 一 般 不 可 能 考虑 
对 空间 坐标 的 无 穷 阶 导 数 的 情况 ,所 以 只 有 当 少 数 几 个 非 零 的 导数 
和 矩 时 ,这 方法 才 有 效 . 也 就 是 当 qtm(Cz,tlzob) 满 足 条 件 ， 0 


连续 的 ;aa(z,i ,as(z, 引 存在 , 目 当 ?之 3 时 ,oz 人 一 一 0; 偏 导数 性 .3 \ 赤 、 
Fo 多 


脓 , 完 、 .到 存在 ; 又 满足 相应 的 标准 化 条 件 (8-39) 式 (一 般 把 满足 这 


些 条 件 的 马尔 可 夫 过 程 称 为 扩散 过 程 ). 实际 上 这 些 条 件 是 物理 学 中 
从 对 微粒 随机 扩散 运动 (如 布朗 运动 ) 的 研究 中 抽象 出 来 的 ,其 特点 
是 在 任何 一 很 短 时 间 内 ,质点 都 可 能 发 生 位 移 , 然 而 位 移 量 却 很 小 
因此 ,可 以 想象 在 一 定 条 件 下 ,质点 的 轨道 是 以 概率 表示 的 连续 函数 
(当然 ,这 点 同 跳跃 型 的 泊 松 过 程 ,在 物理 性 质 上 是 不 同 的 ). 于 是 ， 
(8-45) 式 就 有 如 下 的 简单 形式 


ee 十 Coz gm (x,t|zo,t)) 


| 一 六 Sms qksrt sesh)) 二 0 (8-47) 
其 中 ,初始 条 件 为 go(z,tzoip)=6(z 一 zo). 
在 马尔 可 夫 过 程 理论 中 , 常 把 (8- 17) 式 称 为 富 沈 尔 - 普 角 训 方 
程 ， 有 时 也 叫 柯 尔 莫 哥 洛 夫 向 前 方程 因为 ,其 中 的 转移 概率 密度 函 
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数 是 随 着 时 间 向 前 运动 的 向 前 变量 * 和 上 的 函数 ， 


§ 8.3 地 下 水 非 稳定 流 中 群 孔 同 时 
抽水 的 干扰 井 的 计算 公式 


由 于 5- 函数 能 够 描述 一 些 普通 函数 所 无 法 刻 划 的 物理 现象 ,如 
开采 地 下 水 时 (包括 加 灌 ), 因 为 抽水 量 集中 在 很 小 的 井口 面积 上 ,所 
以 ,抽水 量 与 井口 面积 之 比 是 一 个 很 大 的 量 ,近似 作用 于 一 点 的 情 
况 , 因 此 , 便 可 以 引用 5- 函数 来 描述 ,并 为 后 来 的 计算 带 来 很 大 的 方 
便 . 

根据 地 下 水 非 稳定 流 理论 ,可 将 水 头 4 所 满足 的 数学 模型 ,简化 


为 如 下 偏 微 分 方程 的 初 边 值 定 解 间 题 
U9, NM 3 ， 纹 ~ 
“= 下 一 ) 十 一 (TT 一 ) 十 :一 is — zisy — Y:) 
A 方 ' 页 鸭 ZC 
(zx,y) €E G,t>0 

(C1 hry) do = holr,y) (x,yY'EG 

h(z,y) i = hi(z,y,t) (z,Y) ET et 0 

7 字 ， = Q(z,y,t) (zy) ET ti0 


其 中 6 为 开采 区 的 平面 区 域 v 为 G 的 边界 ,h(z,y, 人 为 G 肉 (z,) 点 : 
时 刻 的 水 头 ,x" .了 分 别 为 单 性 储存 系数 . 导 水 系数 ,县 都 是 z,y 的 函 
数 ,alz,y,) 为 越 流 补给 强度 , T、T 了 为 已 知 水 头 的 补给 量 的 边界 ， 
@(z ,2 为 P 上 的 补给 量 ,n 为 外 法 线 ,4 和 (zz) 分 刻 为 第 ; 口 并 的 
开采 量 及 井口 的 坐标 ,46(z 一 zz 一 所 是 (= 点 的 二 维 4 函数， 

为 了 便于 求解 ,再 对 定 解 问题 ( I ) 理 想 化 , 即 假设 承 压 含水 层 是 
均 质 、 等 厚 . 产 状 水 平 . 自 然 水 力 坡度 为 零 , 越 流 补 给 可 略 而 不 计 , 含 
水 层 延 伸 无 限 , 并 在 无 限 远 处 不 受 抽 水 的 影响 ,再 设 有 ， 口 抽水 井 ， 
对 于 这 样 一 个 具体 的 承 压 水 流向 干 拢 井 的 运动 规律 就 是 把 定 解 问题 
( 1 ) 变 为 如 下 的 定 解 间 题 (1 ) 
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> 一 a 十 其) 一 起 es — 208 — ¥) 
(—o0<z/y <+ mt>0) 
Ci) hl(z,y,t) 10o= H (~ oo <z/y <+ co) 
Him hl(z,y,t) = ,lim h(x,y,t) = H (> 人 0 


ok oh 
lim 一 一 lim 一 一 (¢ > 0) 
se 9y 


其 中 为 传导 系数 , 刀 为 二 0 时 刻 的 水 位 ， 

在 平面 非 稳定 流 的 定 解 问题 中 , 常 归结 为 形 如 ( 1 ) 式 的 非 齐 次 
初 边 值 条 件 的 定 解 问题 ,由 本 书 的 第 二 章 我 们 知道 , 非 齐 次 初 边 值 条 
件 定 解 问题 ,可 以 经 过 适当 变换 ,转化 为 齐 次 初 边 值 条 件 的 定 解 问 
题 . 并 且 , 非 齐 次 线性 方程 齐 次 初 边 值 条 件 定 解 问题 的 解 具有 迁 加 
性 . 所以, 作 代 换 "一 m( 有 一 各 ,只 要 求 得 与 ( 工 ) 式 相应 的 齐 次 初 边 值 
定 解 问题 

多 = 并 二 并]+ 再 oa — 6ky — 
. (— oo<r/y<+ o>0) 

CE)API YD 10= 0 (~ or/y < 0) 


lim vz,y,4) = im p(syst) = 0 (t> 0) 
lsl oo Flr 

Ov Ea 
lim 一 一 lim 一 0 (0 
人 Be a oo oy ) 


的 解 即 可 . 其 中 。 为 势 函 数 ,m 为 开采 层 顶 板 和 底板 的 摩 度 ,利用 5- 
函数 的 积分 性 质 1.2,(Ca ) 的 解 可 以 通过 无 外 界 补给 时 ,地 下 水 流向 
完整 井 的 计算 公式 

p(x,y 1) 一 去 ， 本 一 (sz t/t Ar (8-148) 


给 出 . 再 由 解 的 迁 加 性 ,并 注意 代 换 "一 m( 万 一 六 一 ms. 所 以 , 定 解 间 
题 (1 ) 的 解 为 


= SLD, 
和 mei), i “nds 《8-49) 
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当 4, 为 常数 时 , 即 抽水 量 固定 ,并 将 该 式 中 的 积分 用 W (入) 表 
示 , 则 从 (8-49) 式 便 得 到 定 解 问题 (二 ) 的 解 为 


5 站 | _1 er) 
"一 之 乱 ot dr 


-> 人 wm) (8-50) 
再 通过 代 换 "一 靖 ( 万 一 刀 , 立 即 可 求 得 定 解 问题 CE) 的 解 ,于 是 (8- 
50) 式 , 便 是 在 一 定 条 件 下 群 孔 同时 抽水 的 干 拢 井 的 计算 公式 . 
(8-50) 式 既 可 计算 出 干扰 井 抽 水 时 ,含水 层 中 任意 时 间 、 任 意 一 
点 的 水 位 降 深 值 ;又 可 以 在 满足 开采 量 .使 用 年 限 及 允许 降 深 等 条 件 
下 ,为 供水 设计 求 出 合理 井 距 、 制 定 布 并 方案 ,还 能 用 抽水 试验 资料 
计算 水 文 地 质 参 数 . 


3 8.4 0- 函数 在 光学 衍射 中 的 应 用 


一 东平 面 波 射 到 一 个 衍射 孔 时 , 距 孔 其 远 处 的 衍射 线 的 角 分 布 ， 
与 从 小 孔 发 出 的 波 前 的 振幅 和 相位 的 空间 分 布 有 关 . 


侠 8-| 


如 考虑 沿 如 图 8-1 之 = 坐标 轴 的 正 向 , 朝 着 z= 0 平面 上 的 小 孔 行 


进 的 一 个 平面 波 扰动 ,小 孔 便 改 变 了 波 阵 面 的 相位 与 振幅 . 而 该 扰动 
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继续 前 进 ,就 在 z>0 的 半空 间 中 形成 衍射 波 的 花样 . 

若 令 为 点 (z,y*z) 相 对 于 坐标 原点 的 位 置 矢量 ,为 方便 起 见 
将 坐标 原点 取 在 小 孔径 内 某 处 ,这 个 位 置 表示 成 (s,z), 这 里 s 为 ozy 
平面 上 的 一 个 矢量 ,其 分 量 为 > 与?( 即 s 为 玉 在 ozxy 平 面 上 的 投 
影 ) 有 时 必须 将 *= 0 平面 ( 即 小 孔 所 在 平面 ) 上 的 点 4 与 衍射 场 中 
的 点 五 的 位 置 区 分 开 , 则 就 分 别 久 (s,o) 和 (s,z) 表 示 4 与 8 的 位 置 . 
令 r 为 自 4 到 8B 的 矢量 , 则 R=s 十 r. 并 且 用 0 表示 与 = 轴 间 的 夹 
角 . 

这 里 我 们 不 去 揭示 光学 衍射 中 诸多 原理 和 公式 , 仅 就 几 个 具体 
实例 ,看 4- 函 数 在 推导 能 流 密度 和 功率 谱 中 的 重要 应 用 . 

用 一 维 傅立叶 变换 代替 二 维 傅立叶 变换 ,来 描述 二 维 空间 运动 
的 波 在 一 维 孔径 上 的 入 射 ,并 把 矢量 形式 简化 为 标量 形式 . 为 此 , 设 
孔径 函数 jx,0) 及 其 傅 氏 谱 P(9,0) ,由 平面 孔 与 透镜 的 相干 衍射 理 
论 知道 ， 下 用 流 入 “3 请 7, 可 分 别 表示 为 


= lim 上 pc 0 = 
1= tim (9) f= P90) (8-52) 


其 中 为 波 数 , 为 某 个 面积 5 的 最 大 直径 . 

无 限 宽 入射 光 屏 在 物理 上 显然 是 不 可 能 实现 的 ,但 是 它 对 于 措 
述 某 些 孔 径 的 重要 特征 来 说 ,是 一 种 比较 方便 的 抽象 . 以 下 我 们 利用 
个 函数 来 推导 其 功率 谱 ，- 

设 孔 径 函 数 f(z,0) 按 某 种 方式 重复 , 则 其 傅 氏 谱 为 


hlg,0) =| ewf(z,0)ds 一 jadlg — g.) (8-53) 


即 得 到 功率 谱 


k . 
1 = 62 lly — 9) 
ke a, 5(0 一 g./E) (8-54) 
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对 于 振幅 调制 的 无 穷 大 光栅 ,孔径 函数 可 表示 为 
f(z,0) 一 4 十 Beos(2rz/zo),z E (一 co 十 coco) (8-55) 
由 傅 氏 变换 公式 可 知 , 它 的 谱 函 数 为 
Fl(g,0) =2xA6(g) + rB6(9 一 2r/zo) 
十 rB6(9 十 2r/zo) (8-56) 
并 将 (8-56) 式 代入 (8-52) 式 , 便 得 其 功率 谱 为 
7 = A6(0) 十 {00 一 A/zo) + 600 + 4/zxo)} 
其 中 4 为 波长， 
对 于 无 穷 大 折射 光 劈 或 棱镜 ,具有 使 波 阵 面 的 相位 改变 为 一 个 
与 成 比例 的 量 的 效果 ,不妨 设 为 az. 在 这 种 情况 下 ,可 利用 公式 
2zr46(3 一 yo) =| Aeve wd 


来 解决 ,并 且 , 由 傅 氏 变换 公式 可 得 功率 谱 为 


1 = 6(0- ac/2z) (8-58) 
波长 4 与 波 数 上 的 关系 为 = 2r/ (8-58) 式 这 一 结果 ,与 从 棱镜 得 
到 的 轮廓 清楚 而 偏 移 的 线束 相对 应 . 


厚度 周期 变化 的 折射 薄板 的 孔径 函数 ,具有 便 定 的 振幅 ,但 是 相 
位 作 周 期 变化 , 若 厚 度 随 周期 zx 作 周 期 变化 , 则 


f(z,0) = expCiacos(2rz/zo)] | (8-59) 
并 且 , 根 据 传 氏 变换 公式 ,立即 可 得 其 功率 谱 为 
7 一 (7.(CoODja6(0 — n2/20) (8-60) 
其 中 C0) 为 阶 贝 塞 尔 函数 
无 穷 大 狭 锋 光栅 可 用 如 下 孔径 函数 来 揪 述 


f(z,0) = foCz) x g(z) 
其 中 ,jz) 由 一 列表 示 狭 颖 位 置 的 4- 函 数组 成 ,而 g(x) 是 一 个 狭 姻 
的 特征 孔径 函数 , 其 傅 氏 谱 函数 设 为 G(9) , 若 狭 缝 按 规则 排列 , 则 其 
健 氏 谱 .16(q) 由 6- 熙 数组 成 , 即 
Flq,0) = CG(9) 1q6(9-9.) (8-61) 
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由 (8-54) 式 可 导出 其 功率 谱 为 
7 一 asl) 1 Slats0 — g./k) (8-62) 
作为 该 问题 一 个 特例 , 当 狭 名 之 间 严 格 按 等 间距 zo 排 列 时 , 即 按 孔 径 
函数 
f(z,0) = S AGCz az) 
及 其 谱 函 数 
plg0) = 习 holy — n EE) 
0= 二 Wms (n=1,2…) 来 排列 ,或 者 按 才 孔径 卫 数 
f(z,0) = 3 dz 一 az)(4 十 acosgoz) = (8-63) 
， ,全 
f(x,0) = 人 dz 一 pz)(4 十 iingoz) (一 0, 土 1 士 2 
(8-64) 
排列 , 则 相应 的 离散 傅 氏 谱 分 别 为 


忆 芝 (440 一， 全) + 各 各 se 一生 十 ) 
+ Loy— 2 yp)) (8.65) 
2 了 Xo Yo 
27 2x i 2r 
之 6 一 全) 十 和 6 一 2 十 因 ) 


— Roy—n 三 — y)) (8-66) 
这 便 给 出 了 妖 锐 的 衍射 极 大 位 置 , 这 也 说 明了 当 振 幅 或 狭 锋 位 置 出 
现 周期 性 “误差 "时 ,在 每 个 主 术 射 极 大 位 置 的 两 侧 , 便 会 出 现 “ 伴 

蜂 ”. | 
若 利 用 (8-51) 式 和 (8-52) 式 的 矢量 形式 ,孔径 函数 表示 为 f(s) 

与 9(s) 的 裙 积 , 即 
” f(s,0) = fo(s) x g(s) (8-67) 
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且 其 傅 氏 谱 为 


， Fl(gq,0) = Po(9g)CC9) 、 (8-68) 
由 (8-51) 式 可 知 其 能 流 窗 度 为 
ke eA lac (8-69) 


其 中 fo(s) 是 由 表示 各 个 孔 的 位 置 的 让 函数 组 成 ,而 9Cs) 为 单个 孔 的 
孔径 函数 , 于 是 ,无 限 大 衍射 光 屏 车 按 规则 排列 , 则 Fr (gq,0) 可 表示 
为 ; | 


rlq,0) = Dudlq 一 gq.) (8-70) 
将 (8-70) 式 代入 (8-52) 式 的 矢量 形式 中 ,立即 可 得 功率 谱 为 
1 = yi Slade — a) (8-71) 


作为 一 个 特例 ,我 们 考虑 的 是 无 限 多 个 成 规则 排列 的 相同 的 孔 ， 
则 与 (8-67) 式 和 (8-68) 式 一 样 , 其 孔径 函数 的 传 氏 诺 为 


Pdq,0) = G(o) ob(g — q.) (8-72) 
于 是 ,不 难 导 出 相应 和 
7 一 让 te(q) 2 la.126(a 一 q.) (8-73) 


限于 篇 幅 , 本 节 内 容 到 此 为 止 . 从 光学 的 衍射 理论 而 言 ,这 里 是 
密 罕 无 几 ; 但 是 从 站 函数 的 应 用 方面 来 看 ,这 里 已 充分 显示 出 它 的 
重要 性. 


3 8.5 量子 力学 中 粒子 动量 的 平均 值 
量子 力学 中 ,由 于 物质 的 二 象 性 , 即 颗粒 性 和 波动 性 ,以 及 关于 


波 函数 ”的 德 布 罗 意 的 统计 解释 ,粒子 坐标 X 的 平均 值 或 期 望 值 ， 
可 以 表示 为 
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的 


(XY -| 条 (X,DXS(X ,DP (8-74) 


其 中 把 1y1? 记 成 $"$, 而 把 XX 插 在 中 间 . 该 公式 便 是 对 X 进行 多 次 
重复 测量 的 预期 结果 . 类 似 地 ,大 的 任何 函数 ,如 粒子 的 势能 U(X) 
的 平均 值 或 期 望 值 便 可 表示 为 


(U) =| 多 XVMWX, Daz (8-75) 


我 们 知道 除非 德 布 罗 意 波 是 单 色 平面 波 , 否则 粒子 没有 唯一 确 
定 的 动量 值 . 所 以 ,促使 我 们 必须 研究 ,在 一 般 情况 下 粒子 动量 的 平 
均值 . 

实验 证 明 ,任何 波 冰 数 总 可 以 通过 傅 氏 变换 将 其 表示 为 单 色 平 
面 波 的 迭 加 , 即 

P(X) = 2) | (Kt)ersah 
=C2nt)- | GP,ljer hgip “ (8-76) 
其 中 p 为 粒子 的 动量 ,h 为 普 朗 克 常 数 ,6(p,) 是 权 函 数 ,为 了 便于 讨 
论 , 通 常 取 成 高 斯 误差 函数 . 

当 对 波 函 数 为 y 的 粒子 ,测量 其 动量 ,可 知 动量 为 P 的 粒子 数 
(或 者 说 测量 到 动量 p 的 几率 ) 与 (2ri)-*16(p,t | 成 比例 ,因而 , 平 
均 动量 可 表示 为 


je DC:P 
‘pp) = (8-77) 
oor 
我 们 取 (8-75) 式 的 傅 氏 逆 变 换 ,得 
Op = (2nk) -和 | ye (8-78) 


* 在 量 于 力学 中 ,三 重 积分 从 一 品 到 十 吕 的 积分 限 , 习 殿 地 记 为 
人 (X ,DXNX ,DOdz ,以 下 同 . 
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将 (8-78) 式 代入 (8-77) 式 中 ,并 设 # 已 经 归 一 化 ,分 别 计算 其 分 子 和 
分 母 , 即 可 求 出 (P 的 值 . 于 是 ， 


| do GPP = | Pri" (KX |] LXY(X,) 。 


| 二 02 hiexpC —P. (Xt! 一 KX)) (8-79) 
其 中 ,由 4- 函数 的 积分 表达 式 .页 可 知 

sx' — Xx) =| ec Lp, (X' — 义 六 
从 而 ,(8-79) 式 变 为 


| b° Gd'P = | dX'Y" (Xt) | dXYXA LAX' 一 X) 


-| XY" (XOX 一 D 一 1 (8-80) 


(8-80) 式 在 里 层 积 分 运算 中 ,应 用 了 5- 函数 的 积分 性 质 ,得 $CX' ,). 
把 (8-80) 式 的 结果 代入 (8-77) 式 中 , 即 分 母 为 1, 于 是 ,得 


(P) -| (P,DPoP,Dap 8-81) 
再 将 (8-78) 式 代入 (8-81) 式 中 ， 因为 : 


| ss PexpCI —P: (X' = X)) 


=— $0, | siexpCiP Oo ~ X)) 
一 全 .6(X 一 六 ) 
其 中 是 哈密 顿 算 符 , 即 一 志 计 元 计 六 e 而 9 表示 在 * 办 方向 上 的 
分 量 利用 函数 的 性 质 1. 3, 有 
| (XXX 一 大) 人 =— $XL) 
所 以 ,得 
‘P) -| (X,t) vyx, Dax (8-82) 


同 理 ,下 可 以 推导 出 动量 P 的 任意 函数 f(P) 的 平均 信 或 者 说 是 期 
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待 值 , 即 


(fCP)) -| $CX DF VX DPX (8-83) 
以 及 粒子 的 平均 动能 为 
节 让 
TY =-|* (XX, CC— 2 XLX (8-84) 


(8-82)、(8-83)、(8-84) 三 式 ,都 是 量子 力学 中 的 重要 公式 ,只 要 给 出 
波 函 数 , 则 由 这 三 个 公式 均 可 算出 相应 的 动量 的 平均 值 关于 动量 的 
任意 函数 的 平均 值 和 粒子 的 平均 动能 . 

关于 4- 函 数 在 量子 力学 中 的 应 用 ,也 可 以 写 出 一 本 内 容 丰 富 多 
彩 的 专著 来 ,然而 ,由 于 专业 性 较 强 ,以 及 本 书 篇 幅 所 限 , 这 里 只 好 到 
此 为 止 了 . 有 兴趣 的 读者 ,可 参考 本 书后 面 所 提供 的 参考 书 . 
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